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Prefazione all’edizione italiana

L'Italia ha preso parte fin dalla fase di progettazione, tra il 1995 e il 1997, al-
I'indagine internazionale PISA (Programme for International Student Assessment)
promossa dall'Organizzazione per la Cooperazione e lo Sviluppo Economico
(OCSE). Tale progetto riflette la volonta da parte dei governi dei Paesi mem-
bri del’OCSE di monitorare i risultati dei sistemi scolastici in termini di pre-
stazioni degli studenti in un quadro di riferimento comune a livello interna-
zionale.

PISA ¢ il frutto di un lavoro di collaborazione che vede coinvolti i Paesi par-
tecipanti, attraverso rappresentanti governativi, istituti di ricerca ed esperti,
I'OCSE, un Consorzio internazionale formato da cinque agenzie di ricerca ed
esperti a livello internazionale. L'obiettivo di tale collaborazione ad ampio
raggio & quello di garantire che gli strumenti di valutazione utilizzati nel pro-
getto OCSE/PISA siano validi a livello internazionale, cioeé tengano conto dei
contesti culturali e scolastici dei Paesi membri del’OCSE, abbiano buone
proprieta psicometriche e mettano l'accento su problemi autentici e validi
dal punto di vista educativo.

PISA 2003 & la prosecuzione della strategia di rilevazione di dati adottata
nel 1997 dai Paesi dell’OCSE e gli ambiti valutati sono gli stessi considerati
in PISA 2000. Tuttavia mentre il principale ambito della valutazione in PISA
2000 era costituito dalla reading literacy, in PISA 2003 & la mathematical literacy, de-
finita come la capacita degli studenti di identificare e comprendere il ruolo
che la matematica gioca nel mondo reale, di utilizzare la matematica e con-
frontarsi con essa in modi che rispondano alle esigenze della vita attuale.

A differenza di precedenti indagini internazionali PISA, non valuta tanto la
padronanza di parti del curricolo scolastico quanto piuttosto la capacita di
utilizzare conoscenze e abilita, apprese anche e soprattutto a scuola, per af-
frontare e risolvere problemi e compiti analoghi a quelli che si possono in-
contrare nella vita reale. La valutazione va dunque oltre la scuola, che viene
valutata in relazione ad un criterio esterno ad essa, rappresentato dalla pre-
parazione dei giovani per la vita.

Un posto importante nell’architettura dell'indagine & occupato dal piano del-
la valutazione che viene presentato in modo esaustivo in questa pubblica-
zione. In essa vengono esplicitati i presupposti teorici e gli obiettivi della va-
lutazione, le conoscenze e le capacita valutate, i contesti rispetto ai quali se
ne verifica la padronanza, il tipo di strumenti utilizzati con un corredo di
esempi di prove e, infine, I'approccio adottato per la presentazione dei risul-
tati.

Le prove sono state messe a punto, in collaborazione con i Paesi partecipan-
ti, da gruppi di esperti coordinati da Raymond Adams, Barry McCrae, Ross
Turner e Margaret Wu dell’Australian Council for Educational Research (ACER). La
commissione responsabile dei quesiti di matematica & stata presieduta da
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Jan de Lange dell'Universita di Utrecht (Paesi Bassi); quella responsabile dei
quesiti di lettura, da Irwin Kirsch dell’Educational Testing Service (Stati Uni-
ti); quella responsabile dei quesiti di scienze, da Wynne Harlen (Regno Uni-
to) e quella responsabile dei quesiti di problem solving dall’'americano John
Dossey dell'lllinois State University (Stati Uniti). Un elenco completo degli
esperti di ciascuna commissione si trova in Appendice al testo. Alla revisione
del quadro di riferimento della valutazione di ciascun ambito hanno anche
collaborato esperti di ciascun Paese partecipante.

Il presente volume & stato preparato dalla Direzione per 'Educazione del-
I'OCSE con il coordinamento di Andreas Schleicher e di Claudia Tamassia ed
& pubblicato sotto la responsabilita del Segretario Generale dell’lOCSE.

Il MIUR, Direzione Generale per le Relazioni Internazionali, e I'INValSI, di co-
mune accordo, hanno ritenuto importante tradurre in italiano il quadro di ri-
ferimento della valutazione di PISA 2003 per consentire una riflessione ap-
profondita sui risultati di tale ciclo di PISA, che verranno resi pubblici alla fi-
ne del 2004, e — piu in generale — per contribuire a promuovere, nel mondo
della scuola, un’autentica cultura della valutazione.

Responsabile per conto dell'INValSI della traduzione e degli adattamenti del
presente volume & Maria Teresa Siniscalco che si & avvalsa della collabora-
zione di Stefania Pozio e di Maria Alessandra Scalise.



OCSE/PISA 2003:
Introduzione alla valutazione

SINTESI

Il progetto OCSE/PISA (Programme for International Student Assessment) rappre-
senta il frutto della collaborazione tra i governi dei Paesi membri dell’ OCSE
per valutare in che misura gli studenti di quindici anni, prossimi alla fine del-
I'obbligo scolastico, siano preparati ad affrontare le sfide della societa con-
temporanea. Nella valutazione delle conoscenze e delle abilita, il progetto
OCSE/PISA adotta un approccio ampio che riflette i cambiamenti in atto nei
programmi di studio, superando una prospettiva strettamente scolastica per
prendere in considerazione, invece, la capacita di servirsi delle conoscenze
per affrontare i compiti e le sfide della vita quotidiana. Tale capacita riflette
a sua volta quella di continuare ad apprendere per tutta la vita, applicando
quanto si & appreso a scuola a contesti extra scolastici, valutando le proprie
scelte e prendendo decisioni. L'indagine, diretta congiuntamente dai gover-
ni dei Paesi partecipanti, mette insieme da un lato le priorita politiche dei
singoli Paesi e dall’altro la competenza scientifica di esperti di livello nazio-
nale e internazionale.

Il progetto OCSE/PISA coniuga la valutazione di precisi ambiti disciplinari, co-
me la lettura, la matematica e le scienze, con quella di importanti competen-
ze trasversali, altrettanto prioritarie per i Paesi membri. Queste ultime sono
valutate attraverso la raccolta di informazioni sull’autoregolazione dell’ap-
prendimento e sulla familiarita con le tecnologie dell'informazione, arricchite
nella rilevazione del 2003 da una valutazione delle competenze di problem sol-
ving. Inoltre i risultati sono messi in relazione con i dati relativi a fattori di con-
testo a livello di studenti, famiglie e istituzioni scolastiche raccolti attraverso
i questionari.

Il progetto OCSE/PISA si caratterizza per: a) la presenza di meccanismi che ga-
rantiscono un’elevata qualita della traduzione degli strumenti, del campiona-
mento e della raccolta dei dati; b) la definizione di misure volte a ottenere
strumenti di valutazione “di ampio respiro” dal punto di vista linguistico e
culturale, specialmente grazie alla partecipazione dei singoli Paesi al proces-
so di costruzione e di revisione degli strumenti e ai gruppi di revisione cultu-
rale (cultural review panels); c) il ricorso alle metodologie di analisi dei dati piu
aggiornate. L'insieme di tali aspetti assicura strumenti di qualita elevata e
conseguentemente risultati dotati di un alto livello di validita e di affidabilita,
che rendono possibile una migliore comprensione dei sistemi educativi e
delle caratteristiche degli studenti.

Il progetto OCSE/PISA si basa su una concezione dinamica dell'apprendi-
mento per tutta la vita, secondo la quale si acquisiscono continuamente nuo-
ve conoscenze e abilita che sono necessarie per adattarsi con successo a un
mondo in perenne mutamento. Il progetto OCSE/PISA focalizza I'attenzione
su cio di cui i quindicenni avranno bisogno per il futuro e mira a valutare che
cosa essi siano in grado di fare con cio che hanno appreso. I programmi sco-
lastici dei singoli Paesi, dunque, rappresentano la cornice dell'indagine, sen-
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za tuttavia costituire un vincolo. Pertanto, se € vero che il progetto valuta le
conoscenze degli studenti, esso, d’altra parte, prende in considerazione la lo-
ro capacita di riflettere e di applicare le loro conoscenze e la loro esperienza
alle questioni che si presentano nel mondo reale. Ad esempio, per compren-
dere e valutare consigli scientifici sulla sicurezza alimentare, una persona de-
ve non solo possedere alcune nozioni di base sulla composizione degli ali-
menti, ma anche saper applicare tali nozioni. Ed & proprio allo scopo di ab-
bracciare con un unico termine tanto le conoscenze quanto le abilita che si &
fatto ricorso al termine literacy, che in italiano & stato reso con il termine com-
petenza'.

Il progetto OCSE/PISA & stato concepito per raccogliere informazioni in modo
tempestivo ed efficiente con periodicita triennale. Esso fornisce dati relativi
alla competenza di lettura, a quella matematica e a quella scientifica di stu-
denti, scuole e Paesi, fornisce indicazioni circa i fattori che influenzano lo svi-
luppo delle abilita rilevate, a livello familiare e scolastico, ed esamina l'inte-
razione fra tali fattori e le implicazioni che ne derivano sul piano delle politi-
che scolastiche.

Attraverso questa pubblicazione s'intende presentare il quadro concettuale
di riferimento (framework) che sta alla base della valutazione dei diversi ambi-
ti di PISA 2003, e pilu precisamente: i quadri di riferimento della valutazione

! La traduzione del termine inglese literacy & complessa. Il termine italiano alfabetizza-
zione indica da un lato il processo con cui gli analfabeti imparano a leggere e a scrive-
re, ed &€ dunque strettamente legato alla nozione di analfabetismo, e dall’altro indica
un insieme di conoscenze e abilita di base, cioé fa riferimento a un livello minimo di
capacita linguistica richiesto per muoversi in un determinato contesto sociale, che non
esaurisce né costituisce I'obiettivo primario dell’accertamento del progetto PISA. Per
superare questi limiti, in altre occasioni si € tradotto l'inglese literacy con il neologismo
“letteratismo”, parafrasato quest’ultimo con I'espressione “competenze alfabetiche
funzionali” (Gallina, 2000; Vertecchi, 2000). Il termine letteratismo, tuttavia, mal si
adatta a definire gli altri due ambiti dell’accertamento del PISA, la matematica e le
scienze, dal momento che le espressioni “letteratismo matematico” e “letteratismo
scientifico” rischiano di essere poco chiare. Nel presente documento il termine literacy
&, dunque, tradotto con “competenza”, in quanto esso include una componente di “sa-
pere” e una componente di “saper fare”, riflettendo cosi la definizione di literacy del
PISA.

Infine, & utile ribadire come, nel caso di un termine quale literacy, qualsiasi traduzione
abbia limiti e vantaggi e come la nostra scelta sia motivata dall'esigenza di tradurre in
modo comprensibile e allo stesso tempo fedele un concetto e pil in generale un te-
sto che ¢ stato concepito in un’altra lingua. D’altra parte la difficolta incontrata nel tra-
durre il termine literacy in italiano € condivisa dalla maggior parte degli altri Paesi non
anglofoni che partecipano a PISA, che hanno fatto scelte terminologiche in molti casi
analoghe alla nostra. Ad esempio, I’Austria ha usato il termine “Kompetenz” sia per la
lettura (Lese-Kompetenz) che per la matematica e le scienze (Mathematik-Kompetenz e Wis-
senschaft-Kompetenz); la Germania ha utilizzato il termine Kompetenz per la lettura e il
termine Grundbildung per la matematica e le scienze; il Belgio francofono ha utilizzato
I'espressione “compréhension de I'écrit” per la lettura e il termine “culture” per la matema-
tica e le scienze (culture mathématique e culture scientifique); la Grecia usa il termine alpha-
vitismos; la Spagna ha tradotto literacy, a seconda dei contesti, con i termini corrispon-
denti a capacita, abilita, competenza, formazione ecc.; la Svezia ha utilizzato per la let-
tura un termine che corrisponde ad “abilita di lettura” e per la matematica e le scien-
ze un termine che corrisponde a “conoscenza”; la Svizzera francese ha utilizzato i ter-
mini compétences en lecture, en mathématique e en sciences, mentre la Svizzera italiana ha uti-
lizzato i termini competenze in lettura, competenze in matematica e competenze in
scienze [N.d.T.].



della competenza di lettura e della competenza scientifica di PISA 2000, il
quadro di riferimento ampliato rispetto a quello di PISA 2000 per la valuta-
zione approfondita della competenza matematica e il quadro di riferimento
per la valutazione del problem solving inteso come competenza trasversale, in-
trodotta in PISA 2003.

Per ciascun ambito, il quadro di riferimento specifica i contenuti che gli stu-
denti devono conoscere, i processi che devono padroneggiare e i contesti al-
I'interno dei quali devono venire applicate le conoscenze e le abilita richie-
ste. I quadri di riferimento, infine, illustrano i singoli ambiti di contenuto e le
loro componenti attraverso esempi di prove.

CARATTERISTICHE DISTINTIVE DI PISA 2003

PISA 2003 rappresenta il secondo ciclo di una “strategia di raccolta dei dati”
decisa dai Paesi partecipanti nel 1997. Nella pubblicazione Measuring Student
Knowledge and Skills: A New Framework for Assessment (OCSE, 1999) ¢ stato presen-
tato il quadro di riferimento concettuale che stava alla base del primo ciclo,
cioe PISA 2000. I risultati di quel primo ciclo, pubblicati nel dicembre del 2001
nel volume Knowledge and Skills for life: First Results from PISA 2000 (OCSE, 2001)
hanno consentito ai responsabili delle politiche scolastiche dei diversi Paesi
di confrontare i risultati del proprio sistema scolastico con quelli degli altri
Paesi partecipanti. Come gia in PISA 2000, gli ambiti di competenza valutati
in PISA 2003 sono quelli della lettura, della matematica e delle scienze, con
la differenza che in questo secondo ciclo I'ambito principale non & piu la let-
tura, ma la matematica. Inoltre, in PISA 2003, viene anche valutata la capacita
di problem solving in contesti di vita reale. Gli studenti compilano anche un que-
stionario per la rilevazione di variabili di sfondo, mentre ulteriori informazio-
ni vengono acquisite per mezzo di un questionario compilato dai dirigenti
scolastici. Sono quarantadue i Paesi, compresi i trenta Paesi membri dell’OC-
SE, che hanno partecipato all'indagine PISA 2003.

Poiché il progetto OCSE/PISA ha I'obiettivo di valutare i risultati complessivi
del percorso scolastico per una fascia d’eta che rientra nell’'obbligo scolasti-
co, la valutazione interessa tutti i quindicenni scolarizzati, sia in indirizzi di ti-
po generale? sia in indirizzi di tipo professionale. Ogni Paese partecipa alla ri-
levazione con un gruppo che va dai 5000 ai 10.000 studenti, estratti da un mi-
nimo di 150 scuole, che costituiscono un campione rappresentativo per ana-
lizzare i risultati in relazione a una serie di caratteristiche degli studenti.

2 Tali indirizzi generali corrispondono nel caso del nostro Paese ai Licei [N.d.T.].
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Cos’e PISA?
SINTESI DELLE PRINCIPALI CARATTERISTICHE DEL PROGETTO

Aspetti generali

¢ PISA & una valutazione standardizzata a livello internazionale dei quindicenni scolariz-
zati, messa a punto congiuntamente dai Paesi partecipanti.

e L'indagine & stata realizzata in 43 Paesi nel primo ciclo (32 nel 2000 e 11 nel 2002) e in
42 Paesi nel secondo ciclo (2003).

¢ In ciascun Paese le prove sono somministrate, di norma, a 5000-10.000 studenti.

Contenuto

e Pisa 2003 riguarda gli ambiti di competenza della lettura, della matematica e delle
scienze non tanto in termini di padronanza dei programmi scolastici, quanto piuttosto
in termini di conoscenze importanti e di abilita necessarie nella vita adulta. La valuta-
zione di competenze trasversali continua a far parte integrante dell'indagine, attraver-
so la valutazione di un ulteriore ambito costituito dal problem solving.

e [L’accento €& posto sulla padronanza di processi cognitivi, sulla comprensione di con-
cetti e sulla capacita di applicarli, nei vari ambiti, in diverse situazioni.

Metodo

¢ La valutazione avviene attraverso prove scritte strutturate che impegnano gli studenti
per due ore.

¢ Le prove sono costituite da quesiti a scelta multipla e da quesiti che prevedono che lo
studente scriva una risposta. | quesiti sono raggruppati in relazione a testi stimolo che
riguardano situazioni della vita reale.

¢ Nel complesso lo strumento di rilevazione & costituito da sette ore di prova, ma cia-
scuno studente affronta solo una parte dei quesiti secondo un piano di rotazione.

¢ Gli studenti rispondono inoltre a un questionario, la cui compilazione richiede circa 30
minuti, con domande che riguardano loro stessi e le loro famiglie. I dirigenti scolastici
compilano un questionario della durata di circa 20 minuti, che fornisce informazioni sul-
I'istituto scolastico di cui fanno parte gli studenti.

Cicli dell'indagine

¢ La valutazione viene svolta con periodicita triennale, nel 2000, nel 2003, nel 2006.

¢ (Ciascun ciclo prevede un ambito “principale” della valutazione, al quale sono dedica-
ti i due terzi della rilevazione, mentre per gli altri ambiti fornisce un profilo sintetico
delle competenze. Nel 2000, 'ambito principale & stato la competenza di lettura, nel
2003 la competenza matematica e nel 2006 sara la competenza scientifica.

Risultati

¢ Un profilo delle conoscenze e delle abilita degli studenti quindicenni.

¢ Indicatori di contesto che mettono in relazione i risultati degli studenti con le caratte-
ristiche degli studenti e delle scuole.

¢ Indicatori di tendenza che mostrano i cambiamenti dei risultati del tempo.

¢ Una preziosa base informativa per I'analisi delle politiche scolastiche e per la ricerca.




1l principale obiettivo dell'indagine OCSE/PISA ¢ di verificare in che misura i
giovani abbiano acquisito la pit ampia gamma di conoscenze e abilita, nel-
I'ambito della lettura, della matematica e delle scienze, che occorreranno lo-
ro nella vita adulta. La valutazione di competenze trasversali fa parte inte-
grante di PISA 2003 attraverso la valutazione del problem solving. Le ragioni per
adottare un cosi ampio approccio si possono riassumere come segue:

¢ Sebbene I'acquisizione di conoscenze specifiche rivesta grande importan-
za nell’apprendimento scolastico, il saper applicare nella vita adulta le co-
noscenze acquisite dipende essenzialmente dall’acquisizione di cono-
scenze e di abilita pili estese. Per quanto riguarda la matematica, quando si
tratta di utilizzare le proprie abilita matematiche nella vita quotidiana, &
pill importante saper ragionare in termini quantitativi o saper rappresen-
tare relazioni e rapporti di dipendenza, piuttosto che saper rispondere al-
le domande tipiche dei libri di testo. Per quanto riguarda la lettura le abi-
lita fondamentali consistono nell’essere in grado di interpretare un testo
scritto e di riflettere sul suo contenuto e sulle sue caratteristiche formali.
Per quanto riguarda le scienze, possedere nozioni di carattere specialistico
— sapere, ad esempio, il nome scientifico di piante o animali — & meno ri-
levante che non comprendere grandi temi, quali, ad esempio, il consumo
energetico, la biodiversita o la salute, considerando I'importanza di riflet-
tere sugli argomenti attualmente oggetto di dibattito. Per quanto riguarda
il problem solving, infine, le abilita essenziali per qualunque apprendimento
futuro sono: riconoscere un problema, formularlo nei suoi termini esatti e
usare le informazioni in proprio possesso per pianificare una strategia di
soluzione, adeguare la soluzione al problema originale e, infine, comuni-
care ad altri la soluzione raggiunta.

¢ In un contesto internazionale, focalizzare I'attenzione sui contenuti curri-
colari, significherebbe limitarsi a considerare soltanto gli elementi comu-
ni a tutti i Paesi o alla maggior parte di essi. Cid comporterebbe molti com-
promessi e restringerebbe talmente il campo della valutazione da risulta-
re di poco o nessun valore per i governi che volessero conoscere i punti di
forza o le innovazioni dei sistemi scolastici di altri Paesi.

e E fondamentale che gli studenti sviluppino alcune abilita di carattere ge-
nerale, fra le quali le abilita comunicative, 'adattabilita, la flessibilita, la
capacita di risolvere problemi e quella di utilizzare le tecnologie del-
I'informazione. Tali abilita si sviluppano in modo trasversale rispetto al
curricolo e richiedono, percid, un approccio interdisciplinare.

Non & possibile che gli studenti imparino a scuola tutto cio che servira loro
nella vita adulta. Cid che devono acquisire, invece, sono i prerequisiti indi-
spensabili per continuare ad apprendere con successo. Gli studenti devono
essere in grado di organizzare e regolare il proprio apprendimento, di stu-
diare da soli o in gruppo e di superare le difficolta che il processo di appren-
dimento spesso comporta. Per far cid, &€ necessario che essi siano consapevoli
dei propri processi mentali e delle proprie strategie e metodi di apprendi-
mento. Inoltre, andando avanti, sempre piu spesso I'apprendimento avverra
in situazioni in cui le persone lavorano insieme e dipendono l'una dall’altra.
Ed & proprio per valutare tali aspetti che, in PISA 2000, & stato adottato — co-
me componente opzionale — uno strumento atto a raccogliere informazioni
sull'apprendimento autoregolato, utilizzato, questa volta come componente
di base, anche in PISA 2003.
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PISA non € una singola indagine transnazionale per valutare il livello di com-
petenza dei quindicenni nella lettura, nella matematica e nelle scienze. Si trat-
ta, invece, di un programma ciclico che, sul lungo periodo, portera alla costi-
tuzione di un corpus di informazioni per monitorare I'andamento delle cono-
scenze e delle abilita degli studenti non solo nei diversi Paesi, ma anche in di-
verse sub-popolazioni all'interno di ciascun Paese. In ogni ciclo dell'indagine
¢ valutato in modo approfondito uno degli ambiti di competenza, al quale so-
no dedicati i due terzi del tempo della rilevazione. Nel 2000, I'ambito princi-
pale & stato quello della competenza di lettura, nel 2003 quello della compe-
tenza matematica e nel 2006 sara quello della competenza scientifica. Tale im-
postazione consente un’analisi approfondita delle prestazioni in ciascun am-
bito ogni nove anni e un’analisi complessiva dell'andamento ogni tre anni.

Come per PISA 2000, il tempo richiesto a ciascuno studente per svolgere la
prova € di due ore, ma i dati riguardano il corrispettivo di sette ore di quesi-
ti. L'intero set di quesiti, infatti, € suddiviso in diversi fascicoli secondo un
piano di rotazione dei materiali, per cui ciascun fascicolo & somministrato a
un numero di studenti sufficiente per calcolare — per tutti i quesiti — stime
adeguate delle prestazioni degli studenti di ciascun Paese e di sub-popola-
zioni rilevanti per I'analisi (come maschi e femmine, studenti con una diversa
provenienza socio-economica, ecc.). La compilazione del questionario sulle
variabili di sfondo richiede agli studenti altri 30 minuti.

Il progetto OCSE/PISA fornisce tre principali tipi di risultati:

e indicatori di base che consentono di costruire un profilo di riferimento delle
conoscenze e delle abilita degli studenti quindicenni;

o indicatori di contesto che mostrano come tali abilita siano in relazione con im-
portanti variabili di carattere demografico, socio-economico e riguardanti
il sistema dell’istruzione;

o indicatori di tendenza, derivanti dal carattere ciclico della rilevazione, che
mettono in luce i cambiamenti sia nel livello e nella distribuzione dei ri-
sultati, sia nelle relazioni tra tali risultati e le variabili di contesto a livello
di studenti e di scuole.

Sebbene gli indicatori siano un mezzo efficace per attirare I'attenzione su
questioni rilevanti, essi di solito non riescono a fornire risposte a domande
relative alle politiche scolastiche, per cui I'indagine OCSE/PISA ha anche mes-
so a punto un piano d’analisi orientato alle politiche educative che va oltre la
semplice presentazione degli indicatori.

GLI ASPETTI INNOVATIVI DI PISA

PISA non ¢ la prima indagine comparata internazionale sui risultati degli stu-
denti; negli ultimi 40 anni ne sono state condotte altre, soprattutto a opera
della IEA (International Association for the Evaluation of Educational Achievement) e del-
la International Assessment of Educational Progress (IEAP) dell'Education Testing Servi-
ce (ETS). Per quanto la qualita e la portata di tali indagini siano cresciute ne-
gli anni, esse forniscono ancora soltanto informazioni parziali e sporadiche sui
risultati raggiunti dagli studenti in ambiti disciplinari circoscritti.

Cosa ancora pill importante, tali indagini si sono concentrate su risultati stret-



tamente legati al curriculum, oltretutto solo su quelle parti del curriculum fon-
damentalmente comuni ai diversi Paesi partecipanti. Di norma, infatti, aspet-
ti del curriculum caratteristici di un solo Paese, o di un numero ridotto di Pae-
si, non sono stati presi in considerazione nelle valutazioni, indipendente-
mente dal loro grado di importanza in tali Paesi.

Il progetto OCSE/PISA ha adottato un approccio innovativo rispetto a diversi
aspetti:

e La sua origine. 1l progetto ¢ frutto dell'iniziativa dei governi dei Paesi del-
I'OCSE e i suoi risultati investono le priorita di tali governi in materia di
politiche scolastiche.

e La periodicita. L'impegno a valutare diversi ambiti con aggiornamenti triennali,
da la possibilita ai Paesi partecipanti di monitorare in modo regolare e pia-
nificato i propri progressi nel raggiungere obiettivi educativi fondamentali.

o L'etd della popolazione di riferimento. La valutazione dei giovani sul punto di ter-
minare la scuola dell'obbligo fornisce indicazioni utili sui risultati dei si-
stemi educativi. Infatti, anche se la maggior parte dei giovani, nei Paesi
dell’OCSE, proseguono nel loro percorso scolastico oltre i quindici anni,
tale etd normalmente & vicina a quella che coincide con la fine dell’istru-
zione di base, nella quale tutti gli studenti seguono un programma grosso
modo comune. E utile quindi determinare — a quel punto — in che misura
gli studenti abbiano acquisito le conoscenze e le abilita che serviranno lo-
ro nel futuro, anche nei percorsi di apprendimento piu specifici che po-
tranno intraprendere successivamente.

e Le conoscenze e le abilita valutate. Queste ultime non sono definite in termini di
denominatore comune tra i programmi scolastici di diversi Paesi, ma in ter-
mini di abilita ritenute fondamentali per la vita dopo la scuola. E proprio
questo & l'aspetto fondamentale di PISA. I programmi scolastici, infatti, si ba-
sano tradizionalmente pit su un corpus di informazioni e di tecniche che gli
studenti dovrebbero padroneggiare che non sulle abilita che sono chiamati
a sviluppare, all'interno di ciascun ambito disciplinare, per poi servirsene in
generale nella vita adulta. Ancora minore attenzione, poi, € quella che i pro-
grammi dedicano a competenze di carattere pili generale e trasversale come,
ad esempio, la capacita di risolvere problemi e di applicare idee e cognizio-
ni alle situazioni della vita. L'OCSE/PISA non esclude conoscenze e cognizio-
ni basate sul curricolo, ma le verifica principalmente in termini di acquisizio-
ne di ampi concetti e abilita che rendono capaci di applicare le conoscenze.
PISA, inoltre, non & vincolato dalla ricerca di un denominatore comune fra
quanto viene in particolare insegnato nelle scuole dei Paesi partecipanti.

L’accento posto sulla verifica della padronanza e della conoscenza di concet-
ti ampi & particolarmente significativo alla luce dell'interesse delle nazioni
per lo sviluppo del capitale umano, che 'OCSE definisce come:

“le conoscenze, le abilita, le competenze e gli altri attributi propri degli individui, che
contribuiscono al benessere personale, sociale ed economico”.

Fino a oggi, la tendenza & stata, nei migliori dei casi, quella di stimare il ca-
pitale umano basandosi su indicatori indiretti quali, ad esempio, il titolo di
studio raggiunto. Ma quando l'interesse nei confronti del capitale umano si al-
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larga fino a comprendere quegli attributi che permettono una piena parteci-
pazione alla vita sociale e democratica in eta adulta e che rappresentano gli
strumenti per diventare “persone che apprendono per tutta la vita”, I'inade-
guatezza di tali indicatori indiretti diventa ancora piu evidente.

Verificando direttamente le conoscenze e le abilita in prossimita della fine
dell’'obbligo scolastico, I'indagine OCSE/PISA esamina il grado di preparazio-
ne dei giovani per la vita adulta e, in una certa misura, I'efficacia dei sistemi
educativi. E ambizione di PISA, infatti, valutare i risultati raggiunti in relazione
agli obiettivi impliciti nei sistemi educativi (come sono definiti dalla societa),
non in relazione all'insegnamento/apprendimento di un insieme di conoscen-
ze. Occorre concepire in questo modo i risultati dell'istruzione se si vogliono
incoraggiare le scuole e i sistemi educativi a focalizzarsi sulle sfide attuali.

UNA SINTESI DI QUANTO VIENE VALUTATO IN CIASCUN AMBITO

La figura A presenta le definizioni dei quattro ambiti valutati in PISA 2003.
Tutte le definizioni mettono I'accento su conoscenze e abilita funzionali che
permettono di partecipare attivamente alla societa. Tale partecipazione, ol-
tre che la semplice capacita di portare a termine compiti affidati dall’'ester-
no, ad esempio da un datore di lavoro, richiede anche la capacita di pren-
dere parte ai processi decisionali. | compiti pilit complessi della valutazione
OCSE/PISA richiedono agli studenti di riflettere e di valutare e non semplice-
mente di rispondere a domande che hanno una sola risposta “corretta”.

Figura A e Definizione degli ambiti

| M Competenza matematica (Mathematical Literacy)

La competenza matematica € la capacita di un individuo di identificare e
comprendere il ruolo che la matematica gioca nel mondo reale, di operare
valutazioni fondate e di utilizzare la matematica e confrontarsi con essa in
modi che rispondono alle esigenze della vita di quellindividuo in quanto cit-
tadino che esercita un ruolo costruttivo, impegnato e basato sulla riflessione.

|_M Competenza di lettura (Reading Literacy)

La capacita di un individuo di comprendere e utilizzare testi scritti e di riflet-
tere sui loro contenuti al fine di raggiungere i propri obiettivi, di sviluppare le
proprie conoscenze e potenzialita e di svolgere un ruolo attivo nella societa.

|_M Competenza scientifica (Scientific Literacy)

La capacita di utilizzare conoscenze scientifiche, di identificare domande al-
le quali si pud dare una risposta attraverso un procedimento scientifico® e di
trarre conclusioni basate sui fatti, per comprendere il mondo della natura e i
cambiamenti a esso apportati dall’attivita umana e per aiutare a prendere
decisioni al riguardo.

LB Problem solving (Problem Solving Skills)
La capacita di un individuo di mettere in atto processi cognitivi per affronta-
re e risolvere situazioni reali e interdisciplinari, per le quali il percorso di so-
luzione non & immediatamente evidente e nelle quali gli ambiti di compe-
tenza o le aree curricolari che si possono applicare non sono all'interno dei
singoli ambiti della matematica, delle scienze o della lettura.

3 Si ¢ ritenuto importante esplicitare in questo modo I'espressione inglese “lo identify
question” (che altrove & espressa in modo piu chiaro) in modo da chiarirne il significato
[N.d.T.].



La competenza matematica (approfondita nel capitolo I) riguarda la capacita
degli studenti di analizzare, di ragionare e di comunicare idee in modo effi-
cace nel momento in cui essi pongono, formulano e risolvono problemi ma-
tematici e ne spiegano la soluzione in una molteplicita di situazioni. La com-
petenza matematica € valutata in relazione a tre aspetti:

e |l contenuto matematico, definito principalmente in termini di quattro “idee
chiave” (overarching ideas) — quantita, spazio e forma, cambiamento e relazioni, e in-
certezza — e, solo secondariamente, in relazione a elementi del curricolo
(quali, ad esempio, i numeri, 'algebra e la geometria).

o Il processo matematico, definito attraverso le competenze matematiche gene-
rali, quali, ad esempio, la capacita di servirsi del linguaggio matematico,
quella di modellizzare e quella di risolvere problemi. Tali abilita, tuttavia,
non sono verificate ciascuna da quesiti distinti, dal momento che si pre-
suppone che per affrontare qualunque compito matematico occorra una
gamma di competenze. Le domande, pertanto, sono organizzate in termi-
ni di “raggruppamenti di competenza” che definiscono il tipo di abilita co-
gnitiva richiesta.

e Le situazioni in cui la matematica & utilizzata, definite in relazione alla loro
maggiore o minore distanza dagli studenti. Il quadro di riferimento indivi-
dua cinque situazioni: personale, scolastica, professionale, pubblica e scientifica.

La competenza di lettura (approfondita nel capitolo 2) & definita in termini
di capacita degli studenti di comprendere e utilizzare testi scritti e di riflet-
tere sui loro contenuti al fine di raggiungere i propri obiettivi. Tale aspetto
della literacy & stato ben definito in precedenti indagini, come [I'lnternational
Adult Literacy Survey (IALS)* — ma & stato ulteriormente ampliato nell'indagine
OCSE/PISA grazie all'introduzione di un elemento “attivo”, ovvero la capacita
non soltanto di comprendere il testo, ma di riflettere su di esso, attingendo
ai propri pensieri e alle proprie esperienze. La competenza di lettura & valu-
tata in relazione a tre aspetti:

o 1l formato del testo. Spesso nelle valutazioni della capacita di lettura si sono
utilizzati esclusivamente testi continui, ovvero brani di prosa organizzati in
proposizioni e paragrafi; PISA, invece, introduce anche testi non continui,
che presentano le informazioni in forma diversa (come ad esempio, elen-
chi, moduli e grafici) e distingue tra diversi tipi di testi continui, come te-
sti narrativi, testi informativi e testi argomentativi. Tali distinzioni sono ba-
sate sul fatto che gli individui s'imbattono in una molteplicita di testi di-
versi durante la vita adulta e che, di conseguenza, non & sufficiente sapersi
rapportare ai pochi tipi di testo che di solito si leggono a scuola.

o | processi attivati nella lettura (aspetti). Non si valutano le abilita di lettura piu ru-
dimentali, che — a quindici anni — si presuppone siano state acquisite, ma
si chiede ai quindicenni di dimostrare la loro capacita di individuare infor-
mazioni, di comprendere il significato generale di un testo, di svilupparne
un’interpretazione e di riflettere sui suoi contenuti e sugli aspetti formali.

e Lasituazione. Questo aspetto & definito in relazione all'uso per il quale il te-
sto & stato scritto. Ad esempio, un romanzo, una lettera privata o una bio-

4 Ricerca Internazionale sulle Competenze Funzionali degli Adulti [N.d.t.].

o
c
2
N
S
=
2
—
£

19



o
c
2
N
S
=
2
E
£

20

grafia sono scritte per un uso personale di chi legge, i documenti o gli av-
visi ufficiali per un uso pubblico, un manuale o un rapporto per un uso pro-
fessionale, un libro di testo o una scheda di esercitazione per un uso sco-
lastico. Dal momento che determinati gruppi di studenti possono ottene-
re risultati migliori su testi che rientrano in una data situazione piuttosto
che in un’altra, & opportuno che le prove siano costituite da una certa va-
rieta di testi.

La competenza scientifica (approfondita nel capitolo 3) & definita in termini
di capacita di utilizzare le conoscenze scientifiche e i processi cognitivi a es-
se connesse non soltanto per comprendere il mondo della natura, ma anche
per partecipare alle decisioni che lo riguardano. La competenza scientifica &
valutata in relazione ai seguenti aspetti:

o Conoscenza di concetti scientifici, che permettono di comprendere le interrela-
zioni fra i fenomeni. In PISA, sebbene i concetti siano quelli noti della fisi-
ca, della chimica, delle scienze biologiche, delle scienze della terra e del-
la geografia astronomica, € necessario che essi siano applicati al contenu-
to dei quesiti e non semplicemente richiamati alla mente.

o Processi scientifici, centrati sulla capacita di acquisire e interpretare prove e
di agire in base a esse. I tre processi presenti in PISA riguardano: 1) de-
scrivere, spiegare e prevedere fenomeni scientifici, 2) comprendere un’in-
dagine di tipo scientifico e 3) interpretare dati e conclusioni scientifiche.

e Situazioni di carattere scientifico nelle quali si applicano conoscenze e processi
di pensiero scientifici. Il quadro di riferimento individua tre principali
campi di applicazione: scienze della vita e della salute, scienze della Ter-
ra e ambiente, scienze e tecnologia.

1l problem solving (approfondito nel capitolo 4) & definito come la capacita di
utilizzare processi cognitivi per risolvere problemi reali a carattere interdisci-
plinare per i quali né il percorso per giungere alla soluzione né gli ambiti di
competenza o le aree curricolari che si possono applicare sono immediata-
mente evidenti. La competenza di problem solving & valutata in relazione a tre
aspetti:

o 1l tipo di problema, che riguarda i processi di risoluzione di problemi che so-
no messi in atto nel prendere decisioni, nella progettazione e analisi di sistemi, e nel
localizzare disfunzioni, applicati a specifici contesti problematici, solitamente
lontani da quelli scolastici e del curricolo, e invece vicini alla vita quoti-
diana, al lavoro e al tempo libero, alla vita nella comunita locale e nella so-
cieta.

o I processi di problem solving, che includono il comprendere la natura del pro-
blema, individuare le sue caratteristiche, costruire una sua rappresenta-
zione, risolverlo, riflettere sulla soluzione e comunicare i risultati.

e Le situazioni — o il contesto — del problema attinenti a contesti della vita reale
degli studenti, nelle quali vengono applicati i tipi di problema.



MODALITA DI SVOLGIMENTO DELLA VALUTAZIONE E
DI PRESENTAZIONE DEI RISULTATI DI PISA 2003

Come in PISA 2000, in PISA 2003, per motivi di fattibilita, la valutazione con-
siste in prove scritte strutturate, mentre si sta considerando la possibilita di
utilizzare altri tipi di prove per i prossimi cicli di PISA. Le prove sono costi-
tuite da quesiti di diverso tipo. Alcuni richiedono allo studente di scegliere o
produrre una risposta semplice, facilmente comparabile con una singola ri-
sposta corretta, come nel caso dei quesiti a scelta multipla e di quelli a ri-
sposta aperta univoca, la cui risposta &€ necessariamente o corretta o errata e
per mezzo dei quali, spesso, si verificano solo abilita di livello inferiore. Altri
quesiti richiedono allo studente di elaborare una propria risposta e sono pro-
gettati per misurare costrutti pitt ampi di quelli rilevati attraverso le prove og-
gettive tradizionali, prevedendo una gamma pit ampia di risposte accettabi-
li e uno schema di correzione pili complesso, che prevede anche risposte par-
zialmente corrette.

Nel progetto OCSE/PISA, la literacy & valutata attraverso prove®, ciascuna del-
le quali si compone di un testo iniziale (un testo continuo, una tabella, un gra-
fico, una o piti figure, ecc.) e di un certo numero di quesiti legati ad esso. Que-
sta & una caratteristica importante delle prove, in quanto consente alle do-
mande di andare piu in profondita di quanto non sarebbe possibile se cia-
scun quesito introducesse un contesto completamente nuovo. Tale struttura
inoltre da allo studente il tempo di assimilare un testo che, in tal modo, puo
servire a valutare piu aspetti delle sue prestazioni.

I risultati di PISA 2000 sono stati riportati su scale con media pari a 500 e de-
viazione standard pari a 100 per tutti e tre gli ambiti, il che significa che i due
terzi degli studenti dei Paesi del’OCSE hanno ottenuto un punteggio com-
preso fra i 400 e i 600 punti. Tali punteggi corrispondono a diversi livelli di
competenza per ciascun aspetto della literacy considerato. Quando, nel 2000,
I'ambito principale era quello della lettura, la scala di competenza di lettura
e stata divisa in cinque livelli. Il principale vantaggio di un simile approccio &
che esso descrive cid che gli studenti sono in grado di fare associando i com-
piti a diversi livelli di difficolta. Inoltre, i risultati sono stati presentati — oltre
che su una scala complessiva di competenza di lettura — su tre scale parziali
che fanno riferimento alle capacita di individuare informazioni, di interpreta-
re un testo e di riflettere e valutare.

Sono anche state messe a punto una scala di competenza matematica e una
di competenza scientifica, anche se queste non sono state suddivise in livel-
li, data la quantita limitata di dati riguardanti tali ambiti secondari della valu-
tazione. PISA 2003 continua su questa stessa linea, definendo i livelli della
scala di competenza matematica, in modo simile a quanto fatto per la lettura.
Inoltre, PISA 2003 vuole presentare dati di tendenza per quanto riguarda la
competenza matematica, scientifica e di lettura e presentare una nuova scala
per il problem solving inteso come competenza trasversale. Con tutta probabi-
lita PISA 2003 presentera i risultati che riguardano la competenza matematica
attraverso piu scale, cosi come PISA 2000 ha fatto per la lettura.

> Si & tradotto con il termine “prova” il termine inglese “unit”, dal momento che uno o
piu quesiti riferiti allo stesso problema o alla stessa informazione iniziale costituisco-
no una prova € non si € ritenuto necessario introdurre un nuovo termine in questo ca-
so [N.d.T.].
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QUESTIONARI SULLE VARIABILI DI SFONDO E LORO FUNZIONE

Per raccogliere informazioni di contesto, I'OCSE/PISA chiede agli studenti e ai
dirigenti scolastici delle loro scuole di rispondere a due questionari di sfon-
do la cui compilazione richiede, rispettivamente, 30 minuti (il Questionario
Studente) e 20 minuti (il Questionario Scuola). Tali questionari sono fonda-
mentali per I'analisi dei risultati in relazione a una serie di caratteristiche a li-
vello di studenti e di scuole.
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I questionari raccolgono informazioni circa:

¢ gli studenti e la loro provenienza familiare, compreso il background socio-
economico e culturale degli studenti e delle loro famiglie;

e varie caratteristiche degli studenti, quali i loro atteggiamenti nei confron-
ti dell'apprendimento, le loro abitudini e la loro vita nella scuola e nel-
I'ambiente familiare;

e varie caratteristiche delle scuole, quali la qualita delle risorse umane e
materiali, la gestione e i finanziamenti (pubblici o privati), i processi deci-
sionali e le procedure di reclutamento degli insegnanti;

¢ il contesto scolastico, con le strutture e le tipologie istituzionali, la nume-
rosita delle classi e il livello di coinvolgimento dei genitori;

¢ strategie di apprendimento auto-regolato, tipi di motivazioni e di orienta-
mento all'azione, meccanismi cognitivi legati al concetto di sé, strategie di
controllo dell’azione, preferenze verso tipi diversi di situazioni di appren-
dimento, stili di apprendimento e abilita sociali richieste per I'apprendi-
mento cooperativo;

e aspetti dell’'apprendimento/insegnamento della matematica, inclusi la
motivazione da parte degli studenti, il loro impegno e il loro senso di ade-
guatezza nei confronti della matematica, la relazione tra le strategie di ap-
prendimento e i risultati per quanto riguarda I'insegnamento/apprendi-
mento della matematica.

Altri due questionari, sono stati proposti quali opzioni internazionali®:

e Un Questionario sulle Tecnologie dell'Informazione e della Comunicazione che riguar-
da: a) la disponibilita e I'uso delle tecnologie dell'informazione, con do-
mande sul luogo in cui il computer viene usato principalmente e il tipo di
uso; b) la fiducia nelle proprie capacita e gli atteggiamenti nei confronti
delle tecnologie dell'informazione, con domande sul senso di auto-effica-
cia e sugli atteggiamenti nei confronti del computer; c) il contesto in cui si
€ appreso a usare il computer, e in particolare dove gli studenti hanno im-
parato a usare il computer e Internet;

e Un Questionario sulla Carriera Scolastica che raccoglie informazioni su tre aspet-
ti della carriera scolastica: a) la carriera scolastica precedente, comprese

¢ Nota all’edizione italiana. Il Questionario sulle Tecnologie dell'Informazione e della
Comunicazione & stato utilizzato da 31 Paesi e quello sulla Carriera Scolastica da 23
Paesi.



eventuali ripetenze, interruzioni, cambi di scuola e di tipo di scuola; b)
I'attuale corso di studi per quanto riguarda la matematica, e in particolare
per quanto riguarda I'insegnamento della matematica e i voti ricevuti da-
gli insegnanti; c¢) gli studi e 'occupazione futuri, e in particolare le aspet-
tative degli studenti relative al titolo di studio che intendono ottenere e
la professione che prevedono di svolgere all’eta di 30 anni.

Le informazioni di contesto raccolte attraverso i questionari per gli studenti e
per le scuole costituiscono solo una parte delle informazioni complessiva-
mente disponibili nel progetto OCSE/PISA. L'OCSE mette a punto gia rego-
larmente e utilizza indicatori che descrivono la struttura generale dei sistemi
di istruzione (i loro contesti demografici ed economici, come ad esempio co-
sti e tassi di partecipazione, le caratteristiche delle scuole e degli insegnanti
e alcuni dati su quanto avviene nelle classi) e 'effetto di tale struttura sul
mercato del lavoro.

COLLABORAZIONE NELLO SVILUPPO DELL'OCSE/PISA
E DEI SUOI QUADRI DI RIFERIMENTO

Il progetto OCSE/PISA € il frutto di un lavoro di collaborazione tra i governi
membri dell’OCSE per creare un nuovo tipo di valutazione dei risultati degli
studenti su base periodica. Le valutazioni sono frutto del lavoro comune e
condiviso dei Paesi partecipanti e sono realizzate da organismi nazionali. In-
fine, la riuscita di PISA in tutte le sue fasi, dallo sviluppo alla realizzazione,
non pud prescindere dall'attiva collaborazione degli studenti, degli inse-
gnanti e dei dirigenti delle scuole coinvolte.

Un Consiglio dei Paesi Partecipanti (Board of Participating Countries - BPC), nel quale
sono rappresentate tutte le nazioni ai piu alti livelli istituzionali, determina le
priorita politiche di PISA, nel quadro degli obiettivi dichiarati dell’OCSE, e so-
vrintende a che tali priorita vengano rispettate durante la realizzazione del
progetto. Rientra nelle responsabilita del BPC, dunque, lo stabilire le priorita
per quanto riguarda lo sviluppo degli indicatori, la costruzione degli stru-
menti di valutazione e la presentazione dei risultati. Esperti dei Paesi parte-
cipanti, inoltre, fanno parte di gruppi di lavoro che hanno il compito di far cor-
rispondere agli obiettivi di policy del progetto OCSE/PISA il miglior livello di
professionalita, a livello internazionale, nei diversi ambiti di competenza va-
lutati. Attraverso la partecipazione a tali gruppi di esperti, infatti, i Paesi ga-
rantiscono che gli strumenti siano validi sul piano internazionale e tengano
conto del contesto culturale ed educativo dei Paesi membri del’OCSE. I Pae-
si si assicurano anche che le prove utilizzate abbiano elevate qualita psico-
metriche e che privilegino contesti autentici e validi dal punto di vista edu-
cativo.

I Paesi partecipanti realizzano I'indagine OCSE/PISA a livello nazionale, attra-
verso i Responsabili Nazionali del Progetto (National Project Manager - NPM) che ade-
riscono alle procedure concordate in ambito internazionale. | Responsabili Na-
zionali giocano un ruolo essenziale nel garantire la qualita della realizzazione
del progetto e verificano e valutano i risultati, le analisi, i rapporti e le pub-
blicazioni concernenti I'indagine. Un consorzio internazionale, guidato dall’Austra-
lian Council for Educational Research (ACER), € responsabile del disegno e dello
svolgimento dell'indagine, nel quadro stabilito dal Consiglio dei Paesi Partecipan-
ti. Gli altri organismi che formano il consorzio sono il Netherlands National Institute
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for Educational Measurement (CITO — Paesi Bassi), la WESTAT e I'Educational Testing
Service (ETS — USA) e il National Institute for Educational Research (NIER — Giappo-
ne).

Il Segretariato dell’OCSE ha la responsabilita della gestione complessiva del
progetto e ne controlla man mano lo svolgimento, funge da segreteria per il
Consiglio dei Paesi Partecipanti, crea il consenso fra i Paesi e fa da mediatore fra il
Consiglio dei Paesi Partecipanti e il Consorzio internazionale che & incaricato della rea-
lizzazione dell'indagine. Il Segretariato dell’lOCSE & anche responsabile della
costruzione degli indicatori, dell’analisi e della preparazione dei rapporti e
delle pubblicazioni internazionali in collaborazione con il Consorzio internazio-
nale, e attraverso la regolare consultazione dei Paesi membri sia a livello de-
cisionale (Consiglio dei Paesi Partecipanti) sia a livello di realizzazione (Responsabi-
li Nazionali del Progetto).

I quadri di riferimento dell’l OCSE/PISA sono stati messi a punto attraverso un
impegno continuo che ha origine con I'inizio stesso del progetto nel 1997 e
che puo essere descritto come una sequenza, le cui fasi vengono riportate di
seguito:

¢ messa a punto di una definizione operativa dell’ambito e descrizione dei
presupposti a fondamento di tale definizione;

e esame di come organizzare i quesiti costruiti per presentare ai responsa-
bili politici e alla comunita scientifica i risultati raggiunti dagli studenti in
ciascuno degli ambiti valutati; identificazione delle caratteristiche fonda-
mentali che devono essere prese in considerazione nella costruzione di
prove per un’'indagine internazionale;

e traduzione in termini operativi delle caratteristiche chiave utilizzate nella
costruzione delle prove, con definizioni basate sulla letteratura esistente
e sull’esperienza acquisita in altre indagini su larga scala;

e validazione delle variabili e valutazione del contributo di ciascuna di es-
se alla comprensione della difficolta delle prove nei diversi Paesi parteci-
panti;

e preparazione di una griglia interpretativa dei risultati.

Per quanto il maggiore vantaggio della costruzione e della validazione di un
quadro di riferimento per ciascuno degli ambiti consista in migliori misure
delle competenze oggetto di indagine, vi sono altri potenziali benefici:

e Un quadro di riferimento crea un lessico condiviso e un veicolo adatto a
discutere lo scopo e 'oggetto della valutazione. Una simile discussione
aiuta a raggiungere un consenso riguardo al quadro di riferimento e agli
obiettivi della valutazione.

e Un’analisi del tipo di conoscenze e di abilita associate a buone prestazio-
ni fornisce le basi per stabilire gli standard o i livelli di competenza. Una mi-
gliore comprensione di cosa viene misurato e un’accresciuta capacita di in-
terpretare i punteggi su una data scala permettono di ottenere un insieme
di dati empirici che consentono di comunicare maggiori informazioni alle
varie parti in causa.



L'identificare e il comprendere particolari variabili che sono alla base di
prestazioni positive migliora la capacita di considerare cosa viene misura-
to e di migliorare la valutazione nel tempo.

La comprensione di quanto viene misurato e della sua relazione con cio
che si afferma a proposito degli studenti permette di stabilire un rappor-
to fra politiche educative, valutazione e ricerca che, a sua volta, accresce
l'utilita dei dati rilevati.

5
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L'obiettivo del progetto OCSE/PISA & quello di sviluppare indicatori che for-
niscano informazioni sulla misura in cui i sistemi scolastici dei Paesi che par-
tecipano all'indagine abbiano preparato i quindicenni a svolgere un ruolo at-
tivo come cittadini nella societa in cui vivono. La valutazione non & circoscrit-
ta agli apprendimenti curricolari, ma mira a verificare se gli studenti sappia-
no utilizzare quanto hanno appreso, in situazioni simili a quelle che si incon-
trano nella vita quotidiana.

DEFINIZIONE DELL’AMBITO

Nell'indagine PISA I'ambito della competenza matematica riguarda la capa-
cita degli studenti di analizzare, di ragionare e di comunicare idee in modo
efficace nel momento in cui essi pongono, formulano e risolvono problemi
matematici e ne spiegano la soluzione in una molteplicita di situazioni. Foca-
lizzando I'attenzione su problemi del mondo reale, la valutazione messa in
atto da PISA non si limita al tipo di problemi e situazioni che generalmente si
affrontano a scuola. Nella realta, infatti, facendo acquisti, viaggiando, prepa-
rando da mangiare, tenendo la contabilita o valutando questioni politiche, le
persone si confrontano continuamente con situazioni nelle quali 'uso di ra-
gionamenti di tipo matematico o geometrico o di altre competenze matema-
tiche aiuterebbe a chiarire, formulare o risolvere un problema. Un tale uso
della matematica & basato sulle abilita apprese a scuola ed esercitate attra-
verso il tipo di problemi che normalmente sono presentati nei libri di testo e
a lezione. Tuttavia esso richiede la capacita di applicare tali abilita a un con-
testo meno strutturato, in cui le istruzioni sono meno chiare e in cui lo stu-
dente deve decidere quali siano le conoscenze pertinenti e come si possano
utilmente applicare.

La competenza matematica, come viene valutata dall'OCSE/PISA, riguarda
la misura in cui i quindicenni possono essere considerati cittadini informati
e riflessivi e consumatori intelligenti. In ogni Paese, i cittadini devono con-
frontarsi con una miriade di compiti che implicano concetti di tipo quanti-
tativo, geometrico, probabilistico o, pill in generale, concetti matematici.
Per esempio, i mass media (quotidiani, riviste, televisione e Internet) sono
pieni di informazioni presentate sotto forma di tabelle, diagrammi e grafici
su argomenti quali il tempo, I'economia, la medicina e lo sport, per nomi-
narne solo alcuni. Oggi la gente € bombardata da informazioni su questioni

”ou

quali “il surriscaldamento della terra e I'effetto serra”, “la crescita demogra-
fica”, “le macchie di petrolio e il mare”, “la scomparsa della campagna”. I cit-
tadini, infine, devono confrontarsi con la necessita di leggere moduli, con-
sultare orari degli autobus e dei treni, portare a termine correttamente tran-
sazioni economiche, decidere quale sia il miglior rapporto qualita-prezzo
quando si fanno acquisti e cosi via. La valutazione della competenza mate-
matica nell’lOCSE/PISA mira a stabilire se gli studenti di 15 anni (livello di
eta che, per molti studenti, corrisponde alla fine della scuola dell'obbligo €,
di conseguenza, al termine dell’'apprendimento formale della matematica)
sono in grado di utilizzare le nozioni e la comprensione della matematica
per orientarsi nei problemi della vita quotidiana e per svolgere un ruolo at-
tivo nella societa.

La definizione di competenza matematica (mathematical literacy) nel progetto
OCSE/PISA € la seguente:



La competenza matematica é la capacita di un individuo di identificare e comprende-
re il ruolo che la matematica gioca nel mondo reale, di operare valutazioni fondate e
di utilizzare la matematica e confrontarsi con essa in modi che rispondono alle esigenze
della vita di quell'individuo in quanto cittadino che esercita un ruolo costruttivo, im-
pegnato e basato sulla riflessione.

Alcune note esplicative possono aiutare a chiarire ulteriormente tale defini-
zione.

Competenza matematica. ..

Si & scelto di adoperare I'espressione “competenza matematica” per mettere
I'accento sulle conoscenze matematiche attivate in modo funzionale in una
molteplicita di situazioni differenti e con una varieta di approcci basati sul ra-
gionamento e sull'intuizione (insight). Naturalmente, affinché una tale attiva-
zione sia possibile, & necessaria un’ampia base di conoscenze e abilita ma-
tematiche, e tali abilita fanno parte della presente definizione di competen-
za. Nell’ambito del linguaggio, la literacy presuppone un lessico ampio e una
conoscenza sostanziale di regole grammaticali, di fonetica, di ortografia, ma
non puo essere ridotta solo a questo. Per comunicare, gli esseri umani utiliz-
zano l'insieme di questi elementi in modo creativo, in risposta alle situazioni
che incontrano nel mondo reale. Analogamente, la mathematical literacy non pud
essere ridotta alla conoscenza della terminologia matematica, ai fatti e ai pro-
cedimenti, né tantomeno alle abilita necessarie per svolgere certe operazio-
ni e applicare certi metodi, sebbene presupponga tutto cid. La mathematical li-
teracy comporta I'uso creativo dell'insieme di tali elementi per rispondere a
quanto la situazione esterna richiede.

...nel mondo reale. ..

L'espressione “mondo reale” indica I'ambito naturale, sociale e culturale nel
quale l'individuo vive. Come ha detto Freudenthal, “I nostri concetti mate-
matici, le nostre strutture e le nostre idee sono state inventate come stru-
menti per organizzare i fenomeni del mondo fisico, sociale e mentale” (1983,
p. ix).

...per utilizzare la matematica e confrontarsi con essa. ..

L'espressione “utilizzare la matematica e confrontarsi con essa” indica 'uso
della matematica e la soluzione di problemi, nonché un pitit ampio coinvolgi-
mento personale nel comunicare, nel rapportarsi, nel valutare cosi come nel-
I'apprezzare la matematica e nel goderne. La definizione, dunque, va oltre
l'uso funzionale della matematica in senso stretto, comprendendo anche la
preparazione a proseguire gli studi e gli aspetti estetici della matematica e
quelli ludici.

...la vita di quell'individuo. ..

Con “la vita di quell’individuo” s’intende sia la vita privata, professionale e
sociale con colleghi e parenti, sia la vita in quanto cittadino che fa parte di
una collettivita.

Una capacita fondamentale che & chiamata in causa dalla nozione di compe-
tenza matematica &€ quella di porre, formulare, risolvere problemi e interpre-
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tare soluzioni servendosi della matematica in una molteplicita di situazioni e
contesti. Questi ultimi vanno da contesti puramente matematici a contesti in
cui non & presente o non & evidente fin dall’inizio una struttura matematica,
che deve piuttosto essere introdotta in modo efficace da chi pone o risolve il
problema. E anche importante sottolineare che la definizione non si limita a
una conoscenza di base della matematica, ma comprende il fare e I'utilizzare
la matematica in situazioni che vanno da quelle quotidiane a quelle insolite
e da quelle semplici a quelle complesse.

Gli atteggiamenti e le motivazioni nei confronti della matematica, come la si-
curezza di sé, la curiosita, la percezione dell'interesse e dell'importanza del-
la matematica e il desiderio di fare o capire, non compaiono nella definizio-
ne della competenza matematica, ma rientrano comunque in essa. In linea di
principio € possibile essere dotati di una competenza matematica senza che
questa sia accompagnata da tali atteggiamenti e motivazioni, ma in pratica &
improbabile che in questo caso una tale competenza venga esercitata e atti-
vata. Si riconosce pertanto I'importanza di tali atteggiamenti e motivazioni in
quanto correlati alla competenza matematica. Tali aspetti non sono valutati
direttamente per mezzo delle prove di matematica, ma vengono rilevati per
mezzo di altri strumenti dell'indagine PISA.

BASI TEORICHE DEL QUADRO DI RIFERIMENTO
DELLA MATEMATICA DELL'OCSE/PISA

La definizione di competenza matematica adottata dal progetto OCSE/PISA &
coerente con una teoria della struttura e dell’'uso del linguaggio ampia e in-
tegrata quale quella che emerge dai recenti studi socio-culturali sulla literacy.
Nel Preamble to a Literacy Program di James Gee (1998), il termine “literacy” si ri-
ferisce all’'uso umano del linguaggio. La capacita di un individuo di leggere,
scrivere, ascoltare e parlare una lingua € lo strumento di mediazione piu im-
portante dell’attivita sociale umana. Infatti, ciascun linguaggio umano e cia-
scun uso del linguaggio umano ha una struttura complicata collegata in modo
complesso a una molteplicita di funzioni. Il fatto che una persona sappia leg-
gere e scrivere in una lingua vuol dire che essa conosce molti aspetti della
struttura di quella lingua ed & capace di farne uso per diverse funzioni socia-
li. Analogamente, assimilare la matematica a una lingua significa che gli stu-
denti devono non solo apprendere gli elementi della struttura propria del di-
scorso matematico (i termini, i fatti, i segni e i simboli, le procedure e le abi-
lita necessarie per eseguire determinate operazioni in sottocampi matemati-
ci specifici e la struttura di queste idee in ciascun sottocampo), ma anche im-
parare a usare tali elementi per risolvere problemi non familiari in una mol-
teplicita di situazioni definite in termini di funzioni sociali. Occorre notare
che, nel caso della matematica, conoscere gli elementi che caratterizzano la
struttura vuol dire sia conoscere i termini, le procedure e i concetti di base
che normalmente si apprendono a scuola, sia sapere come tali elementi ven-
gono organizzati e utilizzati. Purtroppo, € possibile avere molte nozioni ma-
tematiche, senza sapere né come sono organizzate né come usarle per risol-
vere problemi. Tali definizioni astratte basate sull’interrelazione tra “elemen-
ti della struttura” e “funzioni”, che sono alla base del quadro di riferimento
della matematica nel progetto OCSE/PISA, possono essere illustrate dal se-
guente esempio.



Matematica: esempio 1 - IL LAMPIONE

Il consiglio comunale ha deciso di mettere un lampione in un piccolo par-
co triangolare in modo che l'intero parco sia illuminato. Dove dovrebbe es-
sere collocato il lampione?

Questo problema pratico pud essere risolto seguendo la strategia generale
usata dai matematici, a cui si fara riferimento con il termine “matematizzazio-
ne”. La matematizzazione puo essere definita sulla base di 5 aspetti.

1. Partire da un problema reale.

Occorre localizzare il punto di un parco in cui mettere un lampione.

2. Strutturare il problema in base a concetti matematici.

1l parco puo essere rappresentato come un triangolo e lilluminazione di un lampione co-
me un cerchio con il lampione al centro.

3. Isolare progressivamente il problema ritagliandolo dalla realta attraverso
processi quali il fare supposizioni sulle caratteristiche essenziali del pro-
blema stesso, il generalizzare e il formalizzare (mettendo cosi in evidenza
gli aspetti matematici della situazione e trasformando il problema reale in
un problema matematico che rappresenti fedelmente la situazione).

1l problema viene riformulato in: “localizzare il centro del cerchio circoscritto al triangolo” .

4. Risolvere il problema matematico.

Poiché il centro di un cerchio circoscritto a un triangolo giace nel punto di incontro degli
assi dei lati del triangolo, occorre costruire gli assi di due lati del triangolo. 1l loro punto di
intersezione ¢ il centro del cerchio.

5. Infine, tradurre la soluzione matematica nei termini della situazione reale.
La soluzione trovata viene applicata alla situazione del parco reale. Occorre ragionare sul-
la soluzione e riconoscere che se uno dei tre angoli fosse ottuso, la soluzione non sarebbe
appropriata, poiché il lampione dovrebbe essere collocato fuori dal parco. Occorre anche
riconoscere che I'ubicazione e la dimensione degli alberi nel parco sono altri fattori che in-
fluiscono sull’ utilita della soluzione matematica.

Questi sono i processi che caratterizzano il modo in cui spesso i matematici
fanno matematica in senso lato, il modo in cui la gente utilizza la matematica
in un gran numero di lavori che svolge o che potrebbe dover svolgere, € il mo-
do in cui cittadini informati e riflessivi dovrebbero avvalersi della matemati-
ca per impegnarsi pienamente e in modo competente nella realta. In questa
prospettiva imparare a matematizzare dovrebbe essere il primo obiettivo
educativo per tutti gli studenti.

Oggi e nel futuro prossimo tutti i Paesi avranno bisogno di cittadini compe-
tenti dal punto di vista matematico per affrontare una societa molto com-
plessa e in rapido cambiamento. L'informazione disponibile & andata cre-
scendo in modo esponenziale e i cittadini devono essere in grado di decide-
re come trattare questa massa di informazioni. Il dibattito pubblico fa un uso
sempre maggiore di informazioni di tipo quantitativo per sostenere le proprie
tesi. Un esempio del bisogno dei cittadini di possedere una competenza ma-
tematica & la frequente esigenza di formulare giudizi e valutare I'accuratezza
delle conclusioni e delle affermazioni di indagini e studi. Essere in grado di
giudicare la fondatezza di tali affermazioni &, e sara sempre di pil, un aspet-
to cruciale dell’essere un cittadino responsabile. Le fasi del processo di ma-
tematizzazione qui illustrate sono aspetti fondamentali dell’'uso della mate-
matica nelle situazioni complesse di cui sopra. Il non sapere usare nozioni
matematiche, viceversa, puo tradursi in decisioni personali confuse, in un’ac-
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cresciuta sensibilita verso le pseudo-scienze, e in decisioni poco fondate nel-
la vita professionale e sociale.

Un cittadino con competenze matematiche & consapevole della velocita del
cambiamento e del conseguente bisogno di essere aperti all'apprendimento
per tutta la vita. Adattarsi ai cambiamenti in modo creativo, flessibile e prati-
co € una condizione necessaria per essere buoni cittadini. Quanto appreso a
scuola sara probabilmente insufficiente a rispondere alle esigenze delle per-
sone in gran parte della loro vita da adulti.

L'importanza di avere cittadini competenti e capaci di ragionare riguarda an-
che la forza lavoro: c’'é sempre meno bisogno di persone che eseguano lavo-
ri manuali ripetitivi per tutta la loro vita lavorativa, mentre, al contrario, chi la-
vora deve controllare il risultato di un’ampia gamma di apparecchi ad alta tec-
nologia, avendo a che fare con un flusso ininterrotto di informazioni e misu-
randosi con la necessita di risolvere problemi attraverso un lavoro di squadra.
Come tendenza, sempre pilu occupazioni richiederanno la capacita di capire,
comunicare, usare e spiegare concetti e procedimenti basati sul pensiero ma-
tematico. Le fasi del processo di matematizzazione sono gli elementi costitu-
tivi di questo tipo di pensiero matematico.

Infine, le persone competenti dal punto di vista matematico riconoscono il
valore della matematica in quanto disciplina rilevante, dinamica e in evolu-
zione che spesso puo rispondere alle loro esigenze.

Il problema pratico affrontato dal progetto OCSE/PISA & come verificare se gli
studenti di 15 anni siano competenti dal punto di vista matematico, cioe se sia-
no capaci di matematizzare. Purtroppo, in una prova strutturata con un tempo
limitato di somministrazione, un tale accertamento e difficile perché, nella mag-
gior parte delle complesse situazioni reali, I'intero processo che va dalla realta
alla matematica e viceversa spesso implica un lavoro di collaborazione, com-
porta il reperimento delle risorse adeguate e richiede molto tempo.

Per illustrare il processo di matematizzazione in un esercizio di problem solving
a piu fasi, consideriamo 'esempio della prova “Fiera” eseguito da una classe
di quindicenni (Romberg, 1994).

Matematica: esempio 2 ~ UN TAVOLO DA GIOCO A UNA FIERA

A una fiera i giocatori tirano monete su una larga scacchiera. Se una mo-
neta tocca il bordo di una casella & persa. Se rotola fuori dalla scacchiera
viene restituita al giocatore. Mentre se la moneta cade all'interno di una
casella si restituisce la moneta al giocatore che vince anche un premio.
Qual ¢ la probabilita di vincere a questo gioco?




Questo esercizio € chiaramente calato nella realta. In un primo momento gli
studenti cominciano ad afferrare che la probabilita di vincere dipende dalle
dimensioni relative dei quadrati e della moneta (identificando cosi le varia-
bili importanti). In un secondo momento, per trasformare il problema reale in
un problema matematico, essi si rendono conto che sarebbe meglio esami-
nare il rapporto tra la singola casella della scacchiera e un cerchio piu picco-
lo (ritagliando cosi la realta). Poi decidono di costruire un esempio specifico
(usando un approccio euristico per la soluzione di problemi — “se non sai ri-
solvere il problema dato, risolvine uno che sai risolvere”). E da notare che tut-
to il lavoro successivo € stato fatto in riferimento a questo esempio specifico,
non alla scacchiera, al premio ecc. Nell'esempio gli studenti hanno posto che
il raggio della moneta fosse di 3 cm e il lato dei quadrati di 10 cm. Essi si so-
no resi conto che, per vincere, il centro della moneta deve essere ad almeno
3 cm di distanza da ogni lato, altrimenti la moneta cade in parte fuori dalla ca-
sella. La superficie campione & il quadrato di 10 cm di lato, e la superficie do-
ve si realizza I'evento vincente € un quadrato di 4 cm di lato. Le relazioni so-
no mostrate nel diagramma che segue (Figura 1.1).

Figura 1.1 » Un lancio vincente e un lancio perdente (a sinistra)
e la superficie campione e quella dell’evento vincente (a destra)

perde 4

La probabilita di vincere & ottenuta dal rapporto tra I'area del quadrato del-
lo spazio campione e l'area dello spazio dell’evento vincente (nel caso del-
I'esempio p = 16/100). Quindi gli studenti hanno esaminato monete di di-
mensioni diverse, e hanno generalizzato il problema formulando la sua solu-
zione in termini algebrici. Infine hanno esteso il risultato ottenuto calcolando
le rispettive dimensioni della moneta e delle caselle della scacchiera in varie
situazioni pratiche, hanno costruito scacchiere e hanno verificato empirica-
mente i risultati (traducendo la situazione matematica nei termini della si-
tuazione reale).

Occorre notare che ciascuno dei cinque aspetti della matematizzazione & pre-
sente nella soluzione di questo problema. Sebbene il problema sia com-
plesso, tutti gli studenti di 15 anni dovrebbero capire le nozioni matematiche
necessarie per risolvere il problema. Tuttavia, va rilevato che gli studenti di
questa classe hanno lavorato insieme su questo esercizio per tre giorni.

In linea di principio, per stabilire se gli studenti di 15 anni siano in grado di
far uso delle conoscenze matematiche acquisite per risolvere i problemi ma-
tematici che incontrano quando interagiscono con il loro mondo, occorrereb-
be raccogliere informazioni circa la loro capacita di matematizzare nelle si-
tuazioni complesse. Chiaramente cid non € possibile. Invece, il progetto PISA
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ha stabilito di mettere a punto quesiti per verificare diverse componenti di
questo processo. Nella sezione che segue si descrive la strategia adottata per
costruire un insieme di quesiti che coprano in modo bilanciato i cinque
aspetti del processo di matematizzazione e per utilizzare le risposte ottenu-
te al fine di mettere a punto una scala di competenza da usare come indica-
tore della literacy matematica come la si intende nel progetto PISA.

ORGANIZZAZIONE DELL’AMBITO

Il quadro di riferimento della matematica del PISA fornisce il fondamento lo-
gico e la descrizione di come & impostata la verifica della capacita dei quin-
dicenni di servirsi della matematica in modo fondato quando si confrontano
con i problemi del mondo reale, o in termini pit generali, la verifica di quan-
to i quindicenni siano competenti dal punto di vista matematico. Per descri-
vere piu chiaramente I'ambito dell'indagine, devono essere distinte tre com-
ponenti:

* le situazioni o i contesti in cui sono calati i problemi,

* il contenuto matematico che deve essere usato per risolvere il problema, clas-
sificato in relazione ad alcune idee chiave (overarching ideas) e, aspetto fonda-
mentale,

* le competenze che devono essere attivate nel processo attraverso cui il mon-
do reale (nel quale hanno origine i problemi) viene messo in relazione con
la matematica, e dunque nella soluzione dei problemi.

Tali componenti sono rappresentate in forma schematica nella Figura 1.2, al-
la quale segue una spiegazione di ciascuna componente.

Figura 1.2 « Componenti dell'ambito della matematica

Situazioni Idee chiave
CONTESTO CONTENUTO
PROBLEMA

[§]
—] SOLUZIONE
Formato del

problema i

Processi

RAGGRUPPAMENTI
DI COMPETENZE

Competenze

Il grado di competenza matematica di una persona si pu¢ vedere dal modo
in cui utilizza conoscenze e abilita matematiche per risolvere i problemi. Nel-
la vita di una persona, i problemi (e le loro soluzioni) possono presentarsi in



una molteplicita di situazioni e contesti. I problemi dell'indagine OCSE/PISA
si basano sul mondo reale in un duplice senso: in primo luogo, i problemi fan-
no riferimento ad alcuni ambiti situazionali che sono pertinenti alla vita degli
studenti, le situazioni fanno parte del mondo reale e sono indicate dal ret-
tangolo nella parte in alto a sinistra dello schema; in secondo luogo, all'inter-
no di quella situazione, i problemi presentano un contesto piu specifico.
Questo e rappresentato dal rettangolo pil piccolo all'interno di quello che in-
dica la situazione.

Nei due esempi citati, la situazione é la comunita locale, mentre il contesto é rappre-
sentato, nel primo caso, dall'illuminazione del parco (esempio 1) e, nel secondo, dal
gioco della scacchiera alla fiera (esempio 2).

L'altra componente del mondo reale che deve essere considerata quando si
parla della competenza matematica € il contenuto matematico che una per-
sona dovrebbe mettere in gioco nel risolvere un problema. Il contenuto ma-
tematico pu0 essere articolato in quattro categorie che comprendono i diver-
si tipi di problemi che sorgono attraverso l'interazione con gli eventi quoti-
diani, e si basano su una concezione dei modi in cui il contenuto matematico
si presenta nella realta. Per gli obiettivi della valutazione in PISA, tali catego-
rie sono chiamate “idee chiave” e pill precisamente quantita, spazio e forma,
cambiamento e relazioni, e incertezza. Un simile approccio al contenuto si
differenzia in parte da quello comune nell'insegnamento della matematica e
negli indirizzi curricolari normalmente adottati nelle scuole. Tuttavia, le idee
chiave abbracciano grosso modo la gamma degli argomenti di matematica
che gli studenti dovrebbero avere appreso. Le idee chiave sono rappresen-
tate dal rettangolo piu grande in alto a destra nel diagramma della Figura 1.2.
Il contenuto usato nella soluzione di un problema é ricavato dalle idee chia-
ve e nella figura viene rappresentato dal rettangolo piu piccolo all’interno di
quello delle idee chiave.

Le frecce che vanno dal “contesto” e dal “contenuto” al problema mostrano
come il mondo reale (che comprende la matematica) venga a far parte di un
problema.

1l problema del parco (esempio 1) richiede conoscenze geometriche legate alle idee di
spazio e forma e il problema della fiera (esempio 2) richiede (per lo meno nelle fasi
iniziali) di avere a che fare con l'incertezza e con I'applicazione delle conoscenze sulla
probabilita.

I processi matematici che gli studenti applicano quando cercano di risolvere
un problema vengono definiti competenze matematiche. Tali competenze
sono state articolate in tre raggruppamenti (competency clusters) in relazio-
ne ai diversi processi cognitivi richiesti per risolvere vari tipi di problemi.
Questi raggruppamenti riflettono il modo in cui i processi matematici sono
normalmente impiegati quando gli studenti affrontano i problemi che sorgo-
no nella loro interazione con la realta.

La componente relativa ai processi, dunque, € raffigurata nella Figura 1.2 in
primo luogo dal rettangolo pili grande, che rappresenta le competenze ma-
tematiche generali, e in secondo luogo dal rettangolo piu piccolo che rappre-
senta i tre raggruppamenti di competenze, di cui si parlera piu avanti. Le
competenze specifiche necessarie per risolvere un problema saranno in rela-
zione con la natura del problema stesso e le competenze utilizzate si riflette-
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ranno sulla soluzione trovata. Questa interazione € rappresentata dalla frec-
cia che va dai gruppi di competenza al problema.

Un'ultima freccia va dai raggruppamenti di competenze al formato del pro-
blema, a indicare che le competenze impiegate nella soluzione di un proble-
ma sono legate alla forma del problema stesso e alle sue particolari richieste.

Occorre sottolineare che le tre componenti appena descritte sono di diversa
natura. Mentre le situazioni e i contesti definiscono I'ambito del problema nel
mondo reale e le idee chiave riflettono il modo in cui si guarda il mondo at-
traverso “lenti matematiche”, le competenze costituiscono il nucleo centrale
della literacy matematica. Soltanto se gli studenti possiedono determinate
competenze sono in grado di risolvere correttamente determinati problemi.
Valutare la competenza matematica vuol dire accertare fino a che punto gli
studenti possiedano competenze matematiche e siano in grado di usarle in
situazioni problematiche.

Nei paragrafi che seguono queste tre componenti sono descritte piu detta-
gliatamente.

Situazioni e contesti

Un aspetto importante della definizione di competenza matematica & il con-
frontarsi con la matematica: utilizzare la matematica e “fare matematica” in
una molteplicita di situazioni. Si & visto che, occupandosi di questioni che si
prestano a essere trattate in termini matematici, la scelta dei metodi e delle
rappresentazioni matematiche dipende spesso dalle situazioni in cui si pre-
sentano i problemi.

La situazione & quella porzione del mondo dello studente in cui sono colloca-
ti i compiti da svolgere. Essa si trova a una certa distanza dagli studenti. Nel
progetto OCSE/PISA, la situazione considerata pili prossima ¢ la vita persona-
le dello studente, seguita dalla vita scolastica, dal lavoro e dal tempo libero €,
infine, dalla comunita locale e dalla societa come la si incontra nella vita quo-
tidiana. Le situazioni considerate pit remote, invece, sono quelle scientifiche.
Si definiranno e si utilizzeranno quattro situazioni-tipo quali ambiti dei pro-
blemi da risolvere: personale, scolastica/professionale, pubblica e scientifica.

Il contesto di un quesito € rappresentato dal suo scenario specifico all’inter-
no di una situazione. Il contesto comprende tutti i singoli elementi utilizzati

per formulare il problema.

Consideriamo il seguente esempio:

Matematica: esempio 3 - LIBRETTO DI RISPARMIO

Si sono versati 1000 zed su un libretto di risparmio in banca. Vi sono due
possibilita: si pué avere un tasso del 4% OPPURE si puo avere subito dal-
la banca un bonus di 10 zed e un tasso del 3%. Quale opzione ¢ pil van-
taggiosa dopo un anno? E dopo due anni?

La situazione di questo quesito & “finanza e tecnica bancaria” e fa parte del-
la situazione comunita locale e societa che PISA classifica come “pubblica”. Il
contesto del quesito riguarda il denaro (zed) e i tassi di interesse di un con-
to bancario.



E da notare che questo problema potrebbe far parte della reale esperienza
di una persona che si trova in un determinato ambito del mondo reale. Esso
fornisce un contesto autentico per I'uso della matematica, dal momento che
I'applicazione della matematica a questo contesto € realmente orientata alla
soluzione del problema'. Cio differenzia il problema considerato da quelli
che spesso compaiono nei libri di testo di matematica, il cui scopo principa-
le & quello di far fare un esercizio matematico, piuttosto che utilizzare la ma-
tematica per risolvere un problema reale. Tale autenticita nell’'uso della mate-
matica € un aspetto importante della messa a punto e dell’analisi dei quesi-
ti dell'indagine OCSE/PISA ed € in stretta relazione con la definizione di com-
petenza matematica.

Bisogna anche notare che alcuni elementi del problema sono inventati, come
la valuta che e fittizia. Questo elemento fittizio & stato introdotto per evitare
che gli studenti di qualche Paese siano ingiustamente avvantaggiati.

La situazione e il contesto di un problema possono essere considerati anche
in termini di distanza tra il problema e la matematica che esso richiede. Se un
compito fa riferimento unicamente a oggetti, simboli o strutture matematiche
e non ad aspetti esterni al mondo matematico, il contesto del compito viene
considerato come intra-matematico e il compito viene classificato come ap-
partenente alla situazione “scientifica”. L'OCSE/PISA comprende un numero
limitato di prove di questo tipo, nelle quali il contesto del problema rende
esplicita la stretta connessione tra quest’ultimo e la matematica che ne sta al-
la base. Normalmente pero, i problemi incontrati dagli studenti nella vita
quotidiana non sono formulati in termini matematici espliciti. Essi si riferi-
scono a oggetti del mondo reale. Tali contesti sono detti “extra-matematici”
ed ¢ lo studente a doverli tradurre in forma matematica. In linea generale,
I'OCSE/PISA da spazio a compiti che si potrebbero incontrare in situazioni del
mondo reale e sono calati in contesti autentici che influenzano la loro solu-
zione e interpretazione. E da notare che questo non esclude che nella prova
vengano anche inclusi compiti con un contesto ipotetico, purché tale conte-
sto abbia qualche elemento reale, non sia troppo distante da una situazione
del mondo reale e richieda realmente 'uso della matematica per risolvere il
problema, come nel seguente esempio.

Matematica: esempio 4 - SISTEMA MONETARIO

Sarebbe possibile introdurre un sistema monetario basato soltanto su ta-
gli di 3 e 5? Pit specificatamente, quali valori si otterrebbero su questa
base? Sarebbe desiderabile un tale sistema, se fosse possibile?

Il problema presentato nell’esempio € un buon problema, non tanto per la
sua vicinanza al mondo reale, quanto per il fatto che & interessante dal pun-
to di vista matematico e richiede capacita legate alla literacy matematica. Il ri-
corso alla matematica per spiegare scenari ipotetici ed esplorare sistemi o si-
tuazioni alternativi, anche se improbabili, € una delle caratteristiche piti im-
portanti di tale disciplina. Tale problema pu0 venire classificato come appar-
tenente alla situazione “scientifica”.

I'E da notare che il termine “autentico” non vuole qui significare che i quesiti di ma-
tematica siano in un certo senso genuini e reali. Nella matematica dell’OCSE/PISA il
termine “autentico” indica che 'uso della matematica & realmente funzionale alla ri-
soluzione del problema e che quindi il problema non & una semplice occasione di
esercizio matematico.
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Riassumendo, nel progetto OCSE/PISA i compiti considerati migliori sono
quelli che potrebbero incontrarsi in una delle molteplici situazioni del mon-
do reale e il cui contesto richiede realmente I'uso della matematica per risol-
vere il problema. Per la valutazione della competenza matematica si da la
priorita a problemi in cui soluzione e interpretazione sono legate a contesti
extra-matematici, dal momento che tali problemi sono i pit simili a quelli che
si incontrano nella vita quotidiana.

Il contenuto matematico — le quattro “idee chiave”

I concetti, le strutture e le idee matematiche sono stati messi a punto quali
strumenti per organizzare i fenomeni del mondo naturale, sociale e mentale.
A scuola, i programmi di matematica sono stati organizzati logicamente in am-
biti di contenuto (per es. aritmetica, algebra, geometria) che riflettono bran-
che del pensiero matematico storicamente consolidate e facilitano lo svilup-
po di un programma di insegnamento strutturato. Tuttavia, nel mondo reale,
i fenomeni che si prestano ad essere trattati in termini matematici non si pre-
sentano secondo la stessa organizzazione logica. Raramente i problemi sor-
gono in modi e contesti che permettono di riuscire a comprenderli e a risol-
verli applicando conoscenze provenienti da un’unico ambito. Il problema
della fiera descritto precedentemente fornisce un esempio di un problema la
cui soluzione comporta il ricorso a diversi ambiti della matematica.

Dal momento che I'indagine OCSE/PISA mira ad accertare la capacita degli
studenti di risolvere problemi reali, la gamma dei contenuti inclusi nella va-
lutazione ¢ stata definita servendosi di un approccio fenomenologico per de-
scrivere i concetti, le strutture e le idee matematiche. Questo significa che il
contenuto viene descritto in relazione ai fenomeni e ai tipi di problemi per i
quali & stato costruito. Tale approccio garantisce una coerenza tra I'imposta-
zione della valutazione e la definizione dell’ambito della competenza mate-
matica e, allo stesso tempo, copre una gamma di contenuti che comprende
quanto generalmente si trova sia in altre indagini sulla matematica sia nei cur-
ricola nazionali di matematica.

Un’articolazione di tipo fenomenologico del contenuto matematico non € co-
sa nuova. Due pubblicazioni ben note, On the shoulders of giants: New approaches
to numeracy (Steen, 1990) e Mathematics: The science of patterns (Devlin, 1994), han-
no descritto la matematica in questo modo. Tuttavia, vi sono diversi termini
per definire un simile approccio e le diverse categorie fenomenologiche. Tra
i termini che sono stati suggeriti per definire questo approccio vi sono: “idee

nou »,ou nou

fondanti”, “grandi idee” o “idee fondamentali”; “concetti chiave”, “idee chia-

ve”, “concetti di fondo”, “ambiti principali” o “problematiche”. Nel quadro di
riferimento di PISA 2003 per la matematica si usa il termine “idee chiave”.

E possibile individuare molte idee chiave in matematica. Le pubblicazioni
menzionate sopra elencano: modello, dimensioni, quantita, incertezza, forma,
cambiamento, calcolo, ragionamento e comunicazione, movimento e cambia-
mento, simmetria e regolarita, posizione. Quali fra queste utilizzare nel qua-
dro di riferimento della matematica del progetto OCSE/PISA? Per delineare
I'ambito della competenza matematica € importante che la selezione delle
aree problematiche segua lo sviluppo storico della disciplina, garantisca
un’articolazione e un approfondimento tali da illustrare gli elementi essen-
ziali della matematica e, allo stesso tempo, rappresenti o comprenda in mo-
do adeguato le aree curricolari tradizionali.



Per secoli, la matematica & stata prevalentemente la scienza dei numeri ed &
stata accompagnata da una scienza relativamente concreta, la geometria. Gia
prima del 500 a.C., Mesopotamia, Egitto e Cina videro la nascita del concetto
di numero e, contemporaneamente, furono sviluppate operazioni con nume-
ri e quantita, comprese le quantita che si ricavavano da misurazioni geome-
triche. Il periodo compreso fra il 500 a.C. e il 300 d.C. fu I'’era della matemati-
ca greca, che si identifico essenzialmente con lo studio della geometria come
teoria assiomatica. Ai greci si deve la ridefinizione della matematica come
scienza unificante dei numeri e delle forme. Il cambiamento successivo pil
importante, in seguito al quale I'algebra divenne una branca della matemati-
ca, si ebbe tra il 500 e il 1300 d.C nel mondo islamico, in India e in Cina; da ta-
le cambiamento derivo lo studio delle relazioni. Nel diciassettesimo secolo,
con l'invenzione del calcolo (inteso come studio del cambiamento, della cre-
scita e del limite), da parte di Newton e Leibniz, ciascuno per proprio conto,
la matematica divenne lo studio integrato dei numeri, delle forme, dei cam-
biamenti e delle relazioni.

Il diciannovesimo e il ventesimo secolo hanno assistito all’esplosione della
conoscenza matematica e dell'insieme di fenomeni e problemi che potevano
essere affrontati con la matematica, comprendendo aspetti di casualita e in-
determinatezza. Questi sviluppi hanno reso sempre piu difficile rispondere
alla domanda “che cos’e la matematica?”. All'inizio del nuovo millennio, mol-
ti vedono la matematica come la scienza dei modelli (patterns) in senso gene-
rico. E dunque possibile scegliere le idee chiave in modo da riflettere questi
sviluppi: i modelli di quantita, di forma e di spazio, di cambiamento e di relazioni rap-
presentano concetti centrali ed essenziali in qualsiasi descrizione della ma-
tematica e sono il nucleo di qualsiasi curriculum sia a livello di scuola supe-
riore che a livello universitario. Tuttavia, essere competenti (literate) nell’am-
bito della matematica significa qualcosa di piil. E essenziale essere in grado
di affrontare I'incertezza considerata da un punto di vista matematico e scien-
tifico. Per questo motivo, elementi di teoria della probabilita e di statistica
danno origine alla quarta idea chiave: l'incertezza.

Le quattro idee chiave che seguono sono utilizzate nell'indagine PISA 2003 in
quanto consentono di seguire lo sviluppo storico della disciplina, di abbrac-
ciare in modo esauriente I'ambito matematico e di riflettere i temi principali
del curricolo scolastico:

*  quantita;

* spazio e forma;

e cambiamento e relazioni;
* incertezza.

Attraverso queste quattro idee chiave & possibile articolare il contenuto ma-
tematico in un numero di aree sufficiente a garantire che i quesiti delle pro-
ve fossero distribuiti su tutto il curriculum e che, allo stesso tempo, il loro
numero fosse sufficientemente ridotto da evitare distinzioni troppo minuzio-
se che impedirebbero di prendere in considerazione problemi fondati su si-
tuazioni reali.

Un’idea chiave pud essere concepita come un insieme coerente di fenomeni
e di concetti che si possono incontrare in una molteplicita di situazioni diffe-
renti. Per sua natura, ciascuna idea chiave pud essere considerata come una
sorta di nozione generale che ha a che fare con un qualche ambito generale
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di contenuto. Questo implica che le idee chiave non possano essere delinea-
te con precisione una in rapporto all’altra. Ciascuna di esse rappresenta piut-
tosto una particolare prospettiva, o punto di vista, che pud essere concepito
come dotato di un nucleo, di un centro di gravita, e di contorni in un certo
senso indistinti che consentono l'intersezione con altre idee chiave. In teoria,
ogni idea chiave si interseca con tutte le altre. Le quattro idee chiave sono
descritte sinteticamente nei seguenti paragrafi e discusse piu approfondita-
mente pil avanti.

Quantita

Questa idea chiave & centrata sul bisogno di quantificare per organizzare la
realta. Tra i suoi aspetti pili importanti vi sono la comprensione delle dimen-
sioni relative, il riconoscimento di modelli numerici e 'uso di numeri per rap-
presentare quantita e attributi quantificabili degli oggetti del mondo reale
(misure e conteggi). Inoltre, la quantitd ha a che fare con I'elaborazione e la
comprensione di numeri rappresentati in vari modi.

Un aspetto saliente del lavorare con la quantita € il ragionamento quantitativo.
Componenti essenziali del ragionamento quantitativo sono: il concetto di nu-
mero, I'uso di diverse rappresentazioni numeriche, la comprensione del si-
gnificato delle operazioni, I'avere un’idea dell'ordine di grandezza dei nume-
ri, i calcoli eleganti da un punto di vista matematico, i calcoli mentali e le sti-
me.

Spazio e forma

Dovunque intorno a noi vi sono modelli: nel linguaggio orale, nella musica,
sul video, nel traffico, nelle costruzioni edili e nell’arte. Le forme possono es-
sere considerate come modelli: case, uffici, ponti, stelle di mare, fiocchi di ne-
ve, piante topografiche delle citta, quadrifogli, cristalli e ombre. I modelli
geometrici possono funzionare come modelli relativamente semplici di mol-
ti tipi di fenomeni ed & possibile e desiderabile studiarli a tutti i livelli (Griin-
baum, 1985).

Quando si analizzano le componenti della forma e si riconoscono le forme in
diverse rappresentazioni e in diverse dimensioni, lo studio della forma e del-
le costruzioni comporta la ricerca di somiglianze e differenze. Lo studio delle
forme & strettamente legato al concetto di “capire lo spazio”. Questo significa
imparare a conoscere, esplorare e conquistare lo spazio per poter vivere, re-
spirare e muoversi in esso con una maggiore consapevolezza (Freudenthal,
1973).

Per ottenere cid, dobbiamo essere in grado di capire le proprieta degli og-
getti e le loro relative posizioni: dobbiamo essere consapevoli di come ve-
diamo le cose e del perché le vediamo cosi, dobbiamo imparare a navigare
attraverso lo spazio e attraverso le costruzioni e le forme. Cio0 significa capire
la relazione tra forme e immagini o rappresentazioni visive, come la relazio-
ne tra una citta reale e le fotografie e le carte topografiche di quella citta; si-
gnifica anche capire come si possano rappresentare gli oggetti tridimensio-
nali in due dimensioni, come si creino e si interpretino le ombre e che cosa
sia la prospettiva e come funzioni.



Cambiamento e relazioni

Ogni fenomeno naturale & la manifestazione di un cambiamento e nella realta
che ci circonda si possono osservare tra i fenomeni molte relazioni, sia tem-
poranee che permanenti. La trasformazione degli organismi durante la loro
crescita, il ciclo delle stagioni, il flusso e riflusso delle maree, i cicli di disoc-
cupazione, i cambiamenti del tempo, gli indici della borsa valori non sono
che alcuni esempi. Alcuni di questi processi di cambiamento comportano
semplici funzioni matematiche, che possono essere lineari, esponenziali, pe-
riodiche o logistiche, sia discrete che continue, e possono essere descritti o
modellizzati in base a esse. Molte relazioni, tuttavia, rientrano in pit di una
categoria e 'analisi dei dati € molto spesso indispensabile per determinare
il tipo di relazione presente. Le relazioni matematiche assumono spesso la
forma di equazioni o diseguaglianze, ma vi possono anche essere relazioni di
natura piu generale (come relazioni di equivalenza, divisibilita, inclusione,
per citare solo alcuni esempi).

Pensare in termini funzionali, cio€ pensare in termini di relazioni, € uno degli
obiettivi disciplinari fondamentali dell'insegnamento della matematica
(MAA, 1923). Le relazioni possono essere rappresentate in molti modi, tra i
quali vi sono le rappresentazioni simboliche, algebriche, grafiche, tabulari e
geometriche. Rappresentazioni diverse possono essere utili per scopi diver-
si e hanno proprieta differenti. Quindi, quando si ha a che fare con situazioni
e compiti problematici, il passaggio da una rappresentazione all'altra & spes-
so un procedimento chiave.

Incertezza

L'attuale “societa dell'informazione” offre una gran quantita di informazioni,
presentandole spesso come precise, scientifiche e dotate di un certo grado
di certezza. Nella vita quotidiana, tuttavia, ci imbattiamo in risultati elettora-
li incerti, ponti che cedono, crolli del mercato azionario, previsioni del tempo
inattendibili, pronostici inesatti sulla crescita demografica, modelli economi-
ci imprevedibili e molte altre dimostrazioni dell'incertezza del nostro mondo.

La constatazione di tale incertezza chiama in causa due argomenti tra loro cor-
relati: i dati e il caso. Tali fenomeni sono oggetto di studi matematici rispet-
tivamente nella statistica e nella teoria della probabilita. Alcune osservazioni
relativamente recenti circa i curricola scolastici concordano sul fatto che la
statistica e la probabilita oggi dovrebbero occupare un posto molto piu im-
portante che nel passato (Committee of Inquiry into the Teaching of Mathematics in
Schools, 1982; LOGSE, 1990; MSEB, 1990; NCTM, 1989; NCTM, 2000).

Attivita e concetti matematici specifici in questo ambito sono la raccolta e I'a-
nalisi dei dati, la loro rappresentazione/visualizzazione, la probabilita e I'in-
ferenza statistica.

Nel paragrafo che segue si affronta I'aspetto pit importante del quadro di ri-
ferimento della matematica, cioe il discorso sulle competenze che gli stu-
denti devono attivare quando cercano di risolvere un problema. Tali compe-
tenze sono discusse complessivamente sotto il titolo di processi matematici.
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I processi matematici
Introduzione — la matematizzazione

Il progetto OCSE/PISA esamina la capacita degli studenti di analizzare, ragio-
nare e comunicare idee matematiche in modo efficace nel momento in cui
pongono, formulano, risolvono problemi matematici e ne interpretano le so-
luzioni. Tale attivita di analisi e soluzione di problemi richiede, da parte de-
gli studenti, I'uso di abilita e competenze acquisite attraverso il percorso sco-
lastico e I'esperienza. Nell'indagine OCSE/PISA, si usa il termine “matematiz-
zazione” per riferirsi a un processo fondamentale del quale gli studenti si ser-
vono per risolvere problemi della vita reale.

Si potrebbe affermare che Newton stesse descrivendo la “matematizzazione”
quando, nel suo lavoro principale 1 principi matematici della filosofia della natura,
scrisse: “Ma il nostro scopo € solo di individuare I'entita e le proprieta di tale
forza partendo dai fenomeni, e di usare quello che noi scopriamo in pochi ca-
si semplici come principi guida, attraverso i quali, per via matematica, possia-
mo stimare gli effetti conseguenti in casi pit complessi” (Newton, 1687).

Nella presentazione iniziale delle basi teoriche del quadro di riferimento del-
la matematica si & tracciata una descrizione della matematizzazione in cinque

fasi. Tali fasi sono rappresentate nella Figura 1.3.

Figura 1.3 1l ciclo della matematizzazione

——————————— , ) N

4 Soluzione \

\ matematica J
N

,’, Problema del '\ 1,2,3 ; ‘{/ Problema \‘,
\

\  mondo reale / : ' N matematico J
N s ~ s

Mondo reale Mondo matematico

1) Si parte da un problema situato nella realta.

2) Si organizza il problema in base a concetti matematici e si identificano gli
strumenti matematici pertinenti.

3) Si ritaglia progressivamente la realta attraverso processi quali il fare sup-
posizioni, il generalizzare e il formalizzare il problema, che mettono in evi-
denza le caratteristiche matematiche della situazione e trasformano il pro-
blema reale in uno matematico che rappresenti fedelmente la situazione
di partenza.

4) Si risolve il problema matematico.

5) Siinterpreta la soluzione matematica nei termini della situazione reale, in-
dividuando anche i limiti della soluzione proposta.



Come si vede nel diagramma della Figura 1.3, le cinque fasi possono essere
riunite in tre gruppi.

Innanzitutto la matematizzazione implica che il problema venga tradotto dal-
la “realta” alla matematica. Questo processo comprende operazioni quali:

» identificare gli aspetti matematici pertinenti a un problema collocato nel-
la realta;

» rappresentare il problema in modo diverso, cioé organizzarlo secondo
concetti matematici ed effettuare supposizioni adeguate;

= capire le relazioni tra il linguaggio del problema e il linguaggio simbolico
e formale richiesto per capire il problema dal punto di vista matematico,

» trovare regolarita, relazioni e pattern;

» riconoscere aspetti isomorfi ad altri problemi gia noti;

= tradurre il problema in termini matematici, cioé€ in un modello matemati-
co (de Lange 1987, p. 43).

Non appena uno studente abbia tradotto il problema in termini matematici,
I'intero processo di matematizzazione puo continuare all'interno della mate-
matica. Gli studenti si porranno domande come: “C'e...?", “Se & cosi, quan-
ti?”, “Come posso trovare...?” usando tecniche e concetti matematici noti. Es-
si cercheranno di lavorare sul modello della situazione problematica che han-
no costruito, di perfezionarlo, di stabilire regolarita, di identificare relazioni e
di sviluppare argomentazioni matematiche solide. Tale aspetto del processo
di matematizzazione viene generalmente definito “aspetto deduttivo del ci-
clo di modellizzazione” (Schupp,1988, Blum,1996). Tuttavia, in questa fase
possono giocare un ruolo importante altri processi oltre a quelli strettamente
deduttivi, quali:

» J'uso di diverse rappresentazioni e il passaggio da una all’altra;

» J'uso di un linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni;

= Ja rifinitura e I'adattamento dei modelli matematici, I'associazione e I'in-
tegrazione dei modelli;

» |'argomentazione;

» la generalizzazione.

L'ultimo o gli ultimi passaggi nella risoluzione di un problema comportano
una riflessione sull’intero processo di matematizzazione, nonché sui suoi ri-
sultati. In questo caso gli studenti devono interpretare i risultati con atteg-
giamento critico e devono convalidare I'intero processo. Tale riflessione de-
ve essere presente in tutti gli stadi del processo di matematizzazione, ma &
particolarmente importante nella fase conclusiva. Aspetti di questo processo
di riflessione e di convalida sono:

* ]a comprensione delle potenzialita e dei limiti dei concetti matematici;

» lariflessione sulle argomentazioni matematiche e la spiegazione e la giu-
stificazione dei risultati;

* la comunicazione del procedimento seguito e della soluzione trovata;

= Ja critica del modello e dei suoi limiti.

Nella Figura 1.3 questa fase € riportata due volte con il numero 5, una volta
per indicare il processo di matematizzazione in cui si passa dalla soluzione
matematica a quella reale, e I'altra nel momento in cui la soluzione reale &
nuovamente messa in relazione con il problema originario del mondo reale.
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Le competenze

Il paragrafo precedente tratta i principali concetti e processi che sono messi
in gioco nella matematizzazione. Una persona che affronta con successo il
processo di matematizzazione nell’ambito di una molteplicita di situazioni e
contesti, extra e intra-matematici, e di diverse idee chiave, deve possedere
un certo numero di competenze matematiche che, nel loro insieme, possono
essere considerate come costitutive della competenza matematica. Ciascuna
di queste competenze puo essere posseduta a diversi livelli di padronanza.
Le diverse fasi del processo di matematizzazione si basano in modo diffe-
renziato su queste competenze, sia per quanto riguarda le specifiche compe-
tenze messe in gioco, sia per quanto riguarda il livello di padronanza richie-
sto. Per individuare e analizzare queste competenze, il progetto OCSE/PISA
ha deciso di fare riferimento a otto tipiche competenze matematiche, che si
basano, nella loro forma attuale, sul lavoro di Niss (1999) e dei suoi colleghi
danesi. Definizioni analoghe si possono trovare nei lavori di molti altri stu-
diosi (come mostrato da Neubrand et al., 2001), ma alcuni dei termini usati
vengono impiegati in modo diverso dai diversi autori.

1. Pensiero e ragionamento. Questa competenza consiste: nel formulare domande
che sono tipiche della matematica (“C'e...?", “Se & cosi, quanti?”, “Come tro-
viamo...?"); nel conoscere i tipi di risposte che la matematica da a tali do-
mande; nel distinguere tra diversi tipi di enunciati (definizioni, teoremi,
congetture, ipotesi, esempi, affermazioni di tipo condizionale); e nel com-
prendere e trattare la portata e i limiti di determinati concetti matematici.

2. Argomentazione. Questa competenza consiste: nel conoscere cosa sono le
dimostrazioni matematiche e come differiscono da altri tipi di ragiona-
mento matematico; nel seguire catene di ragionamenti matematici di di-
verso tipo e nel valutarne la validita; nell’avere un’idea dell’euristica (“Che
cosa pud o non puo accadere? E perché?”); e nel creare ed esprimere ra-
gionamenti matematici.

3. Comunicazione. Questa competenza consiste nel sapersi esprimere in vari mo-
di su questioni di carattere matematico, in forma orale e scritta e nel com-
prendere gli enunciati scritti od orali di altre persone circa tali questioni.

4. Modellizzazione. Questa competenza consiste: nella strutturazione del cam-
po o della situazione che deve essere modellizzata; nel tradurre “la realta”
in strutture matematiche; nell'interpretare i modelli matematici in termini
di “realta”; nel lavorare con un modello matematico; nel validare il mo-
dello, nel riflettere, analizzare e valutare un modello e i suoi risultati; nel
comunicare ad altri il modello e i suoi risultati (compresi i limiti di tali ri-
sultati); e nel monitorare e controllare il processo di modellizzazione.

5. Formulazione e risoluzione di problemi. Questa competenza consiste nel porre,
formulare e definire diversi tipi di problemi matematici (quali problemi
“puri”, “applicati”, “aperti” e “chiusi”) e nel risolverli in vari modi.

6. Rappresentazione. Questa competenza consiste: nel decodificare e codifica-
re, tradurre, interpretare e distinguere le diverse forme di rappresenta-
zione di oggetti e situazioni matematiche e le relazioni tra le varie rap-
presentazioni; nello scegliere e passare da una forma di rappresentazione
a un’altra, in relazione alla situazione e allo scopo.



7. Uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni. Questa competen-
za consiste: nel decodificare e interpretare il linguaggio simbolico e for-
male e nel comprendere il suo rapporto con il linguaggio naturale; nel tra-
durre il linguaggio naturale in linguaggio simbolico/formale; nel lavorare
con enunciati ed espressioni che contengano simboli e formule; e nell'u-
sare variabili, risolvere equazioni ed effettuare calcoli.

8. Uso di sussidi e strumenti. Questa competenza consiste nel conoscere ed es-
sere capaci di usare vari sussidi e strumenti (comprese le tecnologie del-
I'informazione) che possono facilitare I'attivita matematica e nel conoscer-
ne i limiti.

Il progetto PISA non vuole sviluppare prove che valutino individualmente le
sopracitate competenze. Fra tali competenze, infatti, esiste una considerevo-
le sovrapposizione e, quando ci si serve della matematica, & generalmente
necessario attingere simultaneamente a molte di queste competenze. Qual-
siasi sforzo di valutare competenze individuali, quindi, porterebbe a quesiti
artificiosi e a una suddivisione inutile dell’ambito della competenza mate-
matica. Le particolari competenze che ciascuno studente sara in grado di mo-
strare varieranno considerevolmente da individuo a individuo. Cid & in parte
dovuto al fatto che tutto I'apprendimento avviene attraverso l'esperienza
“con la costruzione della conoscenza individuale che si verifica attraverso i
processi di interazione, negoziazione e collaborazione” (De Corte, Greer &
Verschaffel, 1996, p. 510). Il progetto OCSE/PISA parte dal presupposto che la
maggior parte della matematica conosciuta dagli studenti sia appresa a scuo-
la. La comprensione di un ambito € acquisita gradualmente. Modi pit forma-
li e astratti di rappresentazione e ragionamento emergono con il tempo come
conseguenza di un impegno attivo in attivita designate per aiutare lo svilup-
po di idee informali. La competenza matematica viene anche acquisita attra-
verso esperienze che comprendono interazioni in una molteplicita di situa-
zioni o contesti sociali.

Per descrivere e presentare in modo produttivo le capacita degli studenti,
come anche i loro punti di forza e di debolezza in una prospettiva internazio-
nale, & necessaria una qualche schematizzazione. Un modo per strutturare il
discorso in modo comprensibile e maneggevole consiste nel descrivere rag-
gruppamenti di competenze (clusters of competencies), basati sui tipi di richieste
cognitive che sono necessarie per risolvere diversi problemi matematici.

I raggruppamenti di competenze

Il progetto PISA ha scelto di dividere le competenze e i processi cognitivi che
esse mettono in gioco in tre diversi raggruppamenti: il raggruppamento della
riproduzione, quello delle connessioni e quello della riflessione. Nei paragrafi che
seguono si descrivono tali raggrupamenti e il modo in cui ciascuna compe-
tenza € messa in gioco all'interno di ciascuno di essi.

1l raggruppamento della riproduzione

Le competenze che rientrano in questo raggruppamento consistono nella ri-
produzione di conoscenze note e comprendono quelle pit comunemente
usate negli accertamenti standardizzati e nelle verifiche scolastiche. Tali
competenze sono la conoscenza di dati di fatto e di rappresentazioni di pro-
blemi comuni, I'identificazione di equivalenze, il ricordo di argomenti e pro-

ol
o
=
T
£
i
T
£
<
N
c
S
2
©
=%
£
S
bt
<
-

45



prieta matematiche note, I'esecuzione di procedure di routine, I'applicazione
di algoritmi standard e di abilita tecniche, la manipolazione di espressioni
con simboli e formule standard e I'esecuzione di calcoli.

1. Pensiero e ragionamento. Questa competenza consiste: nel formulare doman-
de di base (Quanti sono?”, “Quanto fa...?”) e nel comprendere le rispetti-
ve risposte (“Sono tanti...” “Fa tot...”); nel distinguere tra definizioni ed
asserzioni; nel comprendere e manipolare concetti matematici nel tipo di
contesto in cui sono stati originariamente introdotti o in cui sono stati suc-
cessivamente esercitati.
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2. Argomentazione. Questa competenza consiste nel seguire e nel motivare
processi quantitativi standard (compresi processi di calcolo), affermazioni
e risultati.

3. Comunicazione. Questa competenza consiste nel comprendere e nell’espri-
mersi, in forma orale e scritta, su semplici questioni matematiche, quali
assegnare un nome e riconoscere le proprieta fondamentali di oggetti fa-
miliari, citare calcoli e risultati, solitamente in un’unica direzione.

4. Modellizzazione. Questa competenza consiste: nel riconoscere, richiamare al-
la mente, attivare e sfruttare modelli conosciuti e ben strutturati; nell’in-
terpretare i modelli matematici in termini di “realtd” e viceversa; nel co-
municare ad altri in modo semplice i risultati del modello.

5. Formulazione e risoluzione di problemi. Questa competenza consiste nel porre e
formulare problemi matematici riconoscendo e riproducendo in forma
chiusa problemi standard conosciuti, puri o applicati, e nel risolvere, soli-
tamente in un’unica direzione, tali problemi ricorrendo ad approcci e pro-
cedure standard.

6. Rappresentazione. Questa competenza consiste nel decodificare, codificare e
interpretare rappresentazioni standard, conosciute e sperimentate, di og-
getti matematici ben noti. Il passare da una forma di rappresentazione a
un’altra entra in gioco solo nel caso in cui tale passaggio sia parte inte-
grante della rappresentazione stessa.

7. Uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni. Questa competen-
za consiste: nel decodificare e interpretare un linguaggio simbolico e for-
male semplice e consueto in contesti e situazioni conosciute; nel lavorare
con semplici enunciati ed espressioni che contengono simboli e formule;
e nell'usare variabili, risolvere equazioni ed effettuare calcoli con proce-
dure di routine.

8. Uso di sussidi e strumenti. Questa competenza consiste nel conoscere ed es-
sere capaci di usare vari sussidi e strumenti in contesti, situazioni e modi
simili a quelli nei quali essi sono solitamente introdotti e usati.

I quesiti che accertano le competenze che rientrano in questo raggruppa-
mento potrebbero essere definiti con i seguenti descrittori: riproduzione di
materiale gia conosciuto ed esecuzione di operazioni di routine.



Esempi di quesiti del Raggruppamento della Riproduzione

Matematica: esempio 5
Risolvi la seguente equazione 7x - 3 = 13x + 15

Matematica: esempio 6

Qual & la media tra 7, 12, 8, 14, 15, 9?

Matematica: esempio 7
Scrivi 69% sotto forma di frazione

Matematica: esempio 8 @
La linea m & detta del cerchio

Matematica: esempio 9
Su un libretto di risparmio bancario vengono depositati 1000 zed, a un in-
teresse del 4%. Quanti zed ci saranno sul conto bancario dopo un anno?

Per delineare in modo piu chiaro la delimitazione di questo raggruppamento,
I'esempio 3 fornisce un esempio di quesito che NON appartiene a esso. Per
la maggior parte degli studenti, questo problema comporta piu della sempli-
ce applicazione di procedure di routine, poiché richiede 'applicazione di una
catena di ragionamenti e di una sequenza di calcoli che non rientrano nelle
competenze del raggruppamento della riproduzione.

1l raggruppamento delle connessioni

Le competenze del raggruppamento delle connessioni presuppongono le com-
petenze della riproduzione in quanto estendono I'attivita di soluzione di pro-
blemi a situazioni che non sono di semplice routine, ma che chiamano in cau-
sa ambiti comunque familiari o semi-familiari. Esse possono essere descritte
come segue:

1. Pensiero e ragionamento. Questa competenza consiste nel formulare domande
(“Come trovo?”, “A quale matematica devo ricorrere per...?") e nel com-
prendere le relative risposte (che sono fornite per mezzo di tabelle, grafi-
ci, espressioni algebriche, figure ecc.), nel distinguere tra definizioni ed as-
serzioni e fra diversi tipi di asserzione, nel comprendere e manipolare con-
cetti matematici in contesti un po’ diversi da quelli in cui sono stati origi-
nariamente introdotti o nei quali sono stati successivamente esercitati.

2. Argomentazione. Questa competenza consiste nel formulare semplici ragio-
namenti a carattere matematico senza distinguere fra dimostrazioni e for-
me piu articolate di argomentazione o di ragionamento, nel seguire cate-
ne di ragionamenti matematici di diverso tipo e nel valutarne la validita;
nell’avere un'idea dell’euristica (“Che cosa pud o non pud accadere? E
perché?”, “Che cosa sappiamo e che cosa vogliamo ottenere?”).

3. Comunicazione. Questa competenza consiste nel comprendere e nell’espri-
mersi, in forma orale e scritta, su questioni matematiche, dall’assegnare un
nome e riconoscere le proprieta fondamentali di oggetti familiari, allo
spiegare calcoli e risultati (solitamente in piu di una direzione), all'illu-
strare problemi che comprendono relazioni. Infine tale competenza com-
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porta anche la comprensione di enunciati scritti o orali emessi da altre
persone riguardanti tali problemi.

4. Modellizzazione. Questa competenza consiste nella strutturazione del campo
o della situazione che deve essere modellizzata, nel tradurre “la realta” in
strutture matematiche all'interno di contesti che, pur non essendo ecces-
sivamente complessi, sono comunque diversi da quelli ai quali gli stu-
denti sono abituati. Essa consiste, inoltre, nell'interpretare modelli e ri-
sultati matematici in termini di “realtad”, e viceversa, nonché aspetti di co-
municazione del modello e dei suoi risultati.
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5. Formulazione e risoluzione di problemi. Questa competenza consiste nel porre e
formulare problemi matematici andando oltre la riproduzione in forma
chiusa di problemi standard conosciuti puri o applicati, nel risolvere tali
problemi usando approcci e procedure standard, ma anche processi origi-
nali di problem solving che uniscono aree diverse della matematica e dif-
ferenti metodi di rappresentazione e comunicazione (schemi, tabelle, gra-
fici, parole e figure).

6. Rappresentazione. Questa competenza consiste nel decodificare, codificare e
interpretare rappresentazioni conosciute o meno conosciute di oggetti
matematici, nello scegliere e passare da una forma di rappresentazione di
oggetti e situazioni matematiche a un’altra, nel tradurre e distinguere fra
diverse forme di rappresentazione.

7. Uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni. Questa competen-
za consiste nel decodificare e interpretare un linguaggio simbolico e for-
male all'interno di contesti e situazioni meno conosciuti, nel lavorare con
enunciati ed espressioni che contengono simboli e formule e nell’'usare
variabili, risolvere equazioni ed effettuare calcoli con procedure note.

8. Uso di sussidi e strumenti. Questa competenza consiste nel conoscere ed es-
sere capaci di usare vari sussidi e strumenti in contesti, situazioni e modi
diversi da quelli nei quali essi sono stati introdotti e usati.

I quesiti che rientrano in questa classe di competenze generalmente richie-
dono che si dimostri di saper integrare e mettere in connessione elementi
che fanno parte di varie idee chiave, o dei diversi filoni curricolari della ma-
tematica, oppure di saper collegare diverse rappresentazioni di un problema.

I quesiti che accertano le competenze del raggruppamento delle connessioni
potrebbero essere definiti dai seguenti descrittori: integrazione, connessione
e un qualche ampliamento di materiali gia conosciuti.

Esempi di quesiti del Raggruppamento delle Connessioni
Un primo esempio di quesito di Raggruppamento delle connessioni & stato for-

nito con I'esempio 3, Libretto di risparmio. Altri esempi di quesiti del raggrup-
pamento delle connessioni sono i seguenti.

Matematica: esempio 10 -~ DISTANZA

Maria abita a due chilometri di distanza dalla scuola, Martina a cinque.
Quanto abitano lontane Maria e Martina I'una dall'altra?




Quando questo problema fu inizialmente presentato agli insegnanti, molti di
loro respinsero il quesito perché troppo facile: “Si poteva facilmente vedere
che la risposta era 3 chilometri”. Un altro gruppo di insegnanti reagi dicendo
che non era un buon quesito perché non aveva risposta, cio€ non aveva una
soluzione numerica univoca. Una terza reazione fu che non era un buon que-
sito perché aveva piu possibilita di risposta, dal momento che senza ulterio-
ri informazioni tutto quello che si pud concludere € che le due ragazze vivo-
no a una distanza che va dai 3 ai 7 chilometri, € questa indeterminatezza non
€ una caratteristica positiva per un quesito. Un piccolo gruppo di insegnanti
ritenne che fosse un ottimo quesito, perché imponeva di capire la domanda,
che fosse un vero compito di problem solving perché non aveva una soluzio-
ne gia nota, e che fosse un bel compito matematico, per quanto non si po-
tesse prevedere come gli studenti avrebbero risolto il problema. E sulla ba-
se di questo ultimo punto di vista che questo problema viene fatto rientrare
tra le competenze del raggruppamento delle connessioni.

Matematica: esempio 11 ~ AFFITTO DI UN UFFICIO

T due annunci che seguono sono apparsi su un quotidiano di un Paese la cui
la valuta e costituita dagli zed.

PALAZZINA A PALAZZINA B
Spazio uso ufficio disponibi- Spazio uso ufficio disponibile:
le:
35 - 260 metri quadrati
58 - 95 metri quadrati 90 zed all'anno per metro quadra-
475 zed al mese to

100 - 120 metri quadrati
800 zed al mese

Se in quel Paese un'azienda & interessata ad affittare un ufficio di 110 m?
per un anno, in quale palazzina, la A o la B, dovrebbe prendere in affitto
i locali uso ufficio per ottenere il prezzo piu conveniente? Scrivi i pas-
saggi che fai per arrivare alla risposta. [® TEA/TIMSS]

Matematica: esempio 12 - LA pizzA

Una pizzeria prepara due pizze dello stesso spessore, ma di diverse di-
mensioni. La piu piccola ha un diametro di 30 cm e costa 30 zed. La pil
grande ha un diametro di 40 cm e costa 40 zed. [® PRIM, Stockholm In-
situte of Education]

Quale delle due pizze & piu conveniente? Spiega come sei arrivato alla ri-
sposta.

In entrambi questi problemi gli studenti devono tradurre situazioni del mon-
do reale in linguaggio matematico, costruire un modello matematico che con-
senta di effettuare gli opportuni confronti, verificare che la soluzione ottenu-
ta sia adeguata al contesto del problema di partenza e comunicare i risultati
del proprio lavoro. Queste sono tutte attivita che rientrano nel raggruppa-
mento delle connessioni.
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1l raggruppamento della riflessione

Le competenze di questo raggruppamento richiedono un elemento di rifles-
sione da parte degli studenti sui processi richiesti o utilizzati per risolvere un
problema. Esse sono legate all’abilita degli studenti di pianificare strategie di
soluzione e di applicarle affrontando ambiti problematici pii complessi e
meno familiari rispetto a quelli del raggruppamento delle connessioni. Oltre al-
le competenze descritte nei paragrafi precedenti, il raggruppamento della ri-
flessione comprende le seguenti competenze:

l.

Pensiero e ragionamento. Questa competenza consiste nel formulare doman-
de (“Come trovo?”, “A quale matematica devo ricorrere per...?”, “Quali
sono gli aspetti essenziali di questo problema o situazione?”) e nel com-
prendere i corrispondenti tipi di risposte (fornite per mezzo di tabelle,
grafici, espressioni algebriche, figure, specifiche di punti chiave, ecc.), nel
distinguere tra definizioni, teoremi, congetture, ipotesi e affermazioni che
riguardano casi particolari e nel riflettere su tali distinzioni o nell’articolar-
le, nel comprendere e manipolare concetti matematici in contesti nuovi o
complessi, nel comprendere e manipolare la portata e i limiti di determi-
nati concetti matematici e nel generalizzare i risultati.

Argomentazione. Questa competenza consiste nel formulare semplici ragio-
namenti di carattere matematico distinguendo fra dimostrazioni e forme
piu articolate di argomentazione o di ragionamento, nel creare catene di
ragionamenti matematici di diverso tipo e nel valutarne la validita; nel far
ricorso all’euristica (“Che cosa pud o non puo accadere?”, “Quale puo es-
sere il caso? E perché?”, “Che cosa sappiamo e che cosa vogliamo ottene-
re?”, “Quali fra le proprieta sono essenziali?”, “In che relazione si pongo-
no gli oggetti?”).

Comunicazione. Questa competenza consiste nel comprendere enunciati e
nel sapersi esprimere, in forma orale e scritta, su questioni di carattere
matematico, che vanno dal semplice assegnare un nome e riconoscere le
proprieta fondamentali di oggetti noti, allo spiegare calcoli e risultati (so-
litamente in pil di una direzione) fino all’illustrare problemi caratterizzati
da relazioni complesse, comprese relazioni logiche. Infine tale competen-
za comporta anche la comprensione di enunciati scritti o orali emessi da
altre persone e riguardanti tali problemi.

Modellizzazione. Questa competenza consiste nella strutturazione del campo
o della situazione che deve essere modellizzata, nel tradurre “la realta” in
strutture matematiche all'interno di contesti che potrebbero essere com-
plessi o molto diversi da quelli ai quali gli studenti sono abituati, nell'in-
terpretare modelli e risultati matematici in termini di “realta”, e viceversa,
nonché aspetti di comunicazione dei risultati del modello (raccogliere
informazioni e dati, monitorare il processo di modellizzazione e validare il
modello risultante dal processo stesso). Tale competenza comprende
inoltre il riflettere, analizzando, il criticare e I'impegnarsi in comunicazioni
pit complesse riguardanti i modelli e la modellizzazione.

Formulazione e risoluzione di problemi. Questa competenza consiste nel porre e
formulare problemi matematici in un modo che vada ben oltre la riprodu-
zione in forma chiusa di problemi standard conosciuti puri o applicati, nel
risolvere tali problemi ricorrendo ad approcci e procedure standard o a



processi originali di problem solving che uniscano aree diverse della ma-
tematica e differenti metodi di rappresentazione e comunicazione (sche-
mi, tabelle, grafici, parole e figure). Essa, inoltre, implica una riflessione
sulle strategie e sulle soluzioni.

6. Rappresentazione. Questa competenza consiste nel decodificare, codificare e
interpretare rappresentazioni note o meno note di oggetti matematici,
nello scegliere e passare da una forma di rappresentazione di oggetti e si-
tuazioni matematiche a un’altra, nel tradurre e distinguere fra diverse for-
me di rappresentazione. Essa implica inoltre una combinazione creativa di
rappresentazioni differenti e la creazione di rappresentazioni originali.
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7. Uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni. Questa competen-
za consiste nel decodificare e interpretare un linguaggio simbolico e for-
male in contesti e situazioni sconosciute, nel lavorare con enunciati ed
espressioni che contengono simboli e formule e nell'usare variabili, risol-
vere equazioni ed effettuare calcoli. Essa implica inoltre la capacita di af-
frontare enunciati e termini complessi e un linguaggio simbolico o forma-
le cui non si & abituati e nel tradurre in linguaggio naturale il linguaggio
simbolico/formale.

8. Uso di sussidi e strumenti. Questa competenza consiste nel conoscere ed es-
sere capaci di usare sussidi e strumenti, conosciuti o meno, in contesti, si-
tuazioni e modi assai diversi da quelli nei quali essi sono solitamente in-
trodotti e usati. Essa implica inoltre la conoscenza dei limiti di tali sussidi
e strumenti.

I quesiti che accertano le competenze del raggruppamento della riflessione po-
trebbero essere definiti dai seguenti descrittori: ragionamento avanzato, ar-
gomentazione, astrazione, generalizzazione e modellizzazione applicate a
nuovi contesti.

Esempi di quesiti del raggruppamento della riflessione

Matematica: esempio 13 ~ CRESCITA DEI PESCI

In un corso d'acqua sono stati immessi alcuni pesci. Il grafico mostra I'an-
damento della crescita del peso complessivo dei pesci in quel corso d'acqua.
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Supponiamo che un pescatore decida di aspettare un certo numero di an-
ni prima di cominciare a pescare da questo corso d'acqua. Quanti anni do-
vra aspettare per ottenere il numero il pit alto possibile di pesci da pe-
scare annualmente da quell'anno in poi?

Spiega le ragioni della tua risposta

Matematica: esempio 14 - BiLaNCIO

In un Paese, il bilancio nazionale per la difesa nel 1980 & di 30 milioni di
dollari. II bilancio complessivo in quell'anno & di 500 milioni di dollari. L'an-
no successivo il bilancio per la difesa & di 35 milioni di dollari, mentre il
bilancio totale & di 605 milioni di dollari. Durante il periodo coperto dai
due budget l'inflazione & ammontata al 10%.

A. Sei invitato a tenere una conferenza per una societa pacifista. Ti pre-
figgi di dimostrare che il bilancio della difesa durante quel periodo &
diminuito. Spiega come faresti.

B. Sei invitato a tenere una conferenza in un'‘accademia militare. Ti pre-
figgi di dimostrare che il bilancio della difesa durante quel periodo &
aumentato. Spiega come faresti.

Fonte: de Lange e Verhage (1992). Con il permesso dell’editore.

E chiaro che I'esempio 13 si accorda con la definizione di soluzione di pro-
blemi matematici situati in contesti reali. Gli studenti devono mettere a pun-
to una loro strategia e argomentazione nei confronti di un problema piuttosto
complesso e non familiare. La complessita risiede in parte nel fatto che oc-
corre collegare in modo ragionato l'informazione presentata in forma grafica e
nel testo, in parte nel fatto che non c'€ una risposta immediatamente evi-
dente. Essi devono leggere il grafico e capire, per esempio, che il tasso di
crescita raggiunge il punto massimo dopo circa cinque anni. Per risolvere cor-
rettamente il problema gli studenti devono riflettere sulla soluzione man ma-
no che la elaborano e ragionare circa I'adeguatezza delle strategie che impie-
gano. Inoltre il problema richiede una dimostrazione e una indicazione delle
“prove”. Una possibilita € quella di usare il metodo di procedere per tentati-
vi ed errori, per esempio provando a vedere cosa accade se si aspettano so-
lo tre anni, e cosi via. Se si aspetta fino al termine del quinto anno si pud ot-
tenere una abbondante pesca ogni anno, pari a 20.000 kg di pesce. Se non &
possibile aspettare cosi a lungo e si comincia la pesca un anno prima, se ne
potranno pescare solo 17.000 kg, mentre se si aspetta troppo a lungo (sei an-
ni) se ne pescheranno solo 18.000. Quindi il risultato migliore si ottiene co-
minciando a pescare dopo cinque anni.

L'esempio 14 & stato studiato in modo approfondito con studenti di 16 anni
(de Lange, 1987, pp. 87-90). Esso illustra molto bene il tipo di problemi che
fanno parte del raggruppamento della riflessione. Gli studenti hanno immedia-
tamente riconosciuto 'aspetto di competenza e in molti casi sono stati in gra-
do di operare qualche generalizzazione dal momento che la chiave della so-
luzione consiste nel riconoscere che i concetti matematici essenziali in que-
sto caso sono quelli di crescita assoluta e di crescita relativa. L'inflazione po-
trebbe naturalmente essere omessa per semplificare il problema per stu-
denti piu giovani senza per questo perdere i concetti chiave alla base del
problema. Tuttavia in questo modo si perderebbe qualcosa a livello di com-
plessita e quindi nel processo di matematizzazione richiesto. Un altro modo
per rendere il quesito pilu “facile” & quello di presentare i dati sotto forma di



tabella o di schema. Questi aspetti della matematizzazione non sarebbero co-
si piu richiesti agli studenti, che potrebbero cominciare a lavorare diretta-
mente al nocciolo del problema.

Figura 1.4. « Diagramma dei raggruppamenti di competenze

Competenza matematica

Raggruppamento della Raggruppamento delle Raggruppamento della
riproduzione connessioni riflessione
* Rappresentazioni e de- * Modellizzazione * Formulazione, analisi e
finizioni standard * Analisi e soluzione di soluzione di problemi
* Calcoli di routine problemi standard, tra- complessi
* Procedure di routine duzione e interpreta- * Riflessione e intuizione
* Analisi e soluzione di zione * Approccio matematico
problemi di routine * Uso di molteplici meto- creativo
di ben definiti * Uso di molteplici meto-
di complessi

* Generalizzazione

Riepilogo dei processi matematici nell ambito della matematica dell OCSE/PISA

La Figura 1.4 presenta un diagramma dei raggruppamenti di competenze e
sintetizza le loro differenze.

Le descrizioni delle competenze nelle pagine precedenti potrebbero servire a
classificare i quesiti di matematica e, dunque, ad assegnarli a uno o all’altro dei
raggruppamenti di competenze. Un modo per fare cid potrebbe consistere nel-
I'analizzare quanto il quesito richiede, assegnando al quesito un punteggio per
ciascuna delle otto competenze, a seconda di quale dei tre raggruppamenti for-
nisce la descrizione piu calzante del problema. Nel caso in cui qualcuna delle
competenze raggiungesse un punteggio tale da poter essere assegnata al rag-
gruppamento della riflessione, il quesito deve essere compreso in tale raggrup-
pamento. Se cid non si verificasse, ma una o pit competenze corrispondesse-
ro a qualcuno dei descrittori del raggruppamento delle connessioni, allora il que-
sito dovrebbe essere assegnato a quel raggruppamento. Altrimenti, il quesito
dovrebbe essere assegnato al raggruppamento della riproduzione, giacché tutte
le competenze ricadrebbero nelle descrizioni di tale raggruppamento.

LA VALUTAZIONE DELLA COMPETENZA MATEMATICA
Caratteristiche dei compiti

Nei paragrafi precedenti, & stato definito I'ambito della competenza mate-
matica come essa € intesa nel progetto OCSE/PISA ed e stata descritta la
struttura del quadro di riferimento della valutazione di tale competenza. 1l
paragrafo che segue esamina piu approfonditamente le caratteristiche dei
compiti di valutazione utilizzati. In particolare si descrivono la natura dei

compiti e i formati di questi ultimi.
La natura dei compiti della matematica nel progetto PISA

Dal momento che 'OCSE/PISA € una valutazione internazionale delle compe-
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tenze dei quindicenni, tutti i quesiti delle prove dovrebbero essere adatti
agli studenti quindicenni dei Paesi dell’OCSE.

I quesiti sono normalmente costituiti da un testo o da un’informazione stimo-
lo, da un’introduzione alla domanda, dalla domanda vera e propria e dalla so-
luzione richiesta. Inoltre, nel caso dei quesiti non a scelta multipla, viene
messo a punto un dettagliato schema di correzione per consentire ai corret-
tori dei diversi Paesi di assegnare un punteggio alle risposte degli studenti in
modo affidabile e uniforme.

In un precedente paragrafo si & parlato delle situazioni che devono essere
prese in considerazione per i quesiti di matematica. Per il progetto OCSE/PI-
SA 2003, ciascun quesito &€ ambientato in uno dei quattro tipi di situazioni:
personale, scolastica/professionale, pubblica e scientifica.

Inoltre, si sono preferiti i quesiti con contesti che si possono considerare co-
me autentici. Questo significa che si ritengono migliori i compiti simili a quelli
che si incontrano nel mondo reale, cioé caratterizzati da un contesto nel qua-
le 'uso della matematica per risolvere il problema & autentico. Per la valuta-
zione della competenza matematica si preferiscono problemi le cui soluzioni
e interpretazioni sono legate a contesti extra-matematici.

I quesiti dovrebbero essere in relazione principalmente a una delle catego-
rie di problemi sopra descritte (idee chiave). La selezione dei quesiti della
prova matematica di PISA 2003 garantisce che le quattro idee chiave siano
ben rappresentate. I quesiti, inoltre, dovrebbero mettere in gioco uno o pilu
processi matematici e dovrebbero rientrare principalmente in uno dei rag-
gruppamenti di competenze.

Nello sviluppo e nella selezione dei quesiti viene attentamente considerato
il livello di capacita di lettura richiesto per affrontarli con successo. La loro for-
mulazione & la pit semplice e diretta possibile. Si & anche cercato di evitare
quesiti con contesti che potrebbero creare svantaggi culturali.

I quesiti selezionati rappresentano un’ampia gamma di difficolta, che corri-
sponde alla gamma altrettanto ampia di abilita degli studenti coinvolti nella
valutazione, e le principali classificazioni del quadro di riferimento. Gli indici
di difficolta dei quesiti sono stabiliti nello studio pilota che precede la sele-
zione dei quesiti per lo studio principale dell’OCSE/PISA.

Tipi di quesito

Quando si mettono a punto strumenti di valutazione occorre considerare at-
tentamente I'impatto del formato dei compiti sulle prestazioni degli studen-
ti e quindi sulla definizione del costrutto valutato. Questo problema & parti-
colarmente rilevante in un progetto come I'OCSE/PISA nel quale la dimensio-
ne dell'indagine, su grandi campioni e internazionale, pone seri vincoli ri-
spetto al tipo di formati utilizzabili per i quesiti.

Nell'indagine OCSE/PISA, la valutazione della competenza matematica avvie-
ne per mezzo di una batteria di prove con quesiti a risposta aperta articolata,
a risposta aperta univoca e a scelta multipla. Le prove contengono un nume-
ro pressappoco uguale di ciascun tipo di quesiti.



Sulla base dell’esperienza del primo ciclo di PISA (2000), i quesiti a scelta
multipla sono generalmente considerati piti adatti per valutare i raggruppa-
menti di competenze della riproduzione e delle connessioni. L'esempio 15 mostra
un quesito che riguarda il raggruppamento di competenze delle connessioni e
che ha un numero limitato di alternative. Per risolvere questo problema gli
studenti devono tradurlo in termini matematici, mettere a punto un modello
per rappresentare la scansione periodica descritta nel contesto e ripetere la
sequenza estendendo il modello in modo da far combaciare il risultato con
una delle opzioni proposte.

Matematica: esempio 15 - LA Foca

Una foca deve respirare anche mentre dorme. Martino ha osservato una
foca per un'ora. All'inizio della sua osservazione, la foca si e immersa nel
fondo del mare e ha cominciato a dormire. Durante gli 8 minuti successi-
vi & ritornata lentamente a galla e ha preso fiato.

Dopo tre minuti era nuovamente sul fondo del mare e l'intero processo si
e ripetuto in modo molto regolare.

Dopo un'ora, la foca stava:

A. sul fondo del mare.

B. risalendo a galla.

C. prendendo fiato.

D. scendendo sul fondo.

Nel caso di altre competenze e processi pill complessi, si preferisce spesso
far uso di altri tipi di quesiti. | quesiti a risposta aperta univoca consentono di
porre lo stesso tipo di domande dei quesiti a scelta multipla, ma gli studen-
ti devono produrre una risposta che puo essere facilmente classificata come
corretta o errata. Per i quesiti che hanno questo formato, & pili improbabile
che lo studente tiri a indovinare e non & necessario fornire informazioni plau-
sibili errate (che influenzano il costrutto che si sta valutando). Per esempio,
nel problema presentato nell’esempio 16 ¢’ una risposta corretta e molte
possibili risposte errate.

Matematica: esempio 16 ~ MARATONA DI ROTTERDAM

Tepla Loroupe ha vinto la maratona di Rotterdam nel 1998. “E stato faci-
le", ha detto, "il percorso era quasi pianeggiante”.

Qui & mostrato un grafico delle variazioni altimetriche del percorso del-
la maratona di Rotterdam:

VARIAZIONE DEL LIVELLO DEL PERCORSO

Dkm 5 10 15 20 25 30 5 401 42
HRC Hondelsblad 170498 / Bran: Stichting Rotterdom Marathon

Quale era la differenza tra il punto piu alto e quello pit basso del per-
corso?
m
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I quesiti a risposta aperta articolata richiedono una risposta pitu lunga da par-
te degli studenti, e la produzione di una risposta implica spesso operazioni
cognitive di livello superiore. Spesso tali quesiti richiedono agli studenti non
solo di produrre una risposta, ma anche di esplicitare i passaggi eseguiti o di
spiegare come sono giunti alla risposta. La caratteristica fondamentale dei
quesiti a risposta aperta articolata & che essi permettono agli studenti di di-
mostrare le proprie capacita fornendo soluzioni a diversi livelli di complessita
matematica. Il quesito presentato nell’esempio 17 & di questo tipo.

Matematica: esempio 17 - INDONESIA

L'Indonesia si trova tra la Malesia e I'Australia. Nella seguente tabella so-
no riportati alcuni dati sulla popolazione dell'Indonesia e la sua distribu-
zione nelle varie isole:

Regione Estensione Percentuale Popolazione Percentuale
(km?) | rispetto all'a- nel 1980 dell'intera

rea totale (in milioni) popolazione

Java /Madura 132 187 6.95 91 281 61.87
Sumatra 473 606 24.86 27 981 18.99
Kalimantan (Borneo)| 539 460 28.32 6721 456
Sulawesi (Celebes) 189 216 9.93 10 377 7.04
Bali 5 561 0.30 2 470 1.68
Irian Java 421 981 22.16 1145 5.02
1905 569 100.00 147 384 100.00

Una delle principali difficolta dell'Indonesia & la distribuzione ineguale
della popolazione nelle varie isole. Dalla tabella si pud vedere che Java,
che occupa meno del 7% dell'area totale, ha quasi il 62% della popolazio-
ne totale.

Richiesta: Disegha un grafico (o alcuni grafici) che mostri l'ineguale di-
stribuzione della popolazione indonesiana.

Fonte: de Lange e Verhage (1992). Con il permesso dell’editore.

In PISA 2003, circa un terzo dei quesiti di matematica & costituito da quesiti a
risposta aperta articolata. Tali quesiti richiedono un lavoro di codifica da par-
te di correttori, formati a tale fine, che utilizzano uno schema di correzione la
cui applicazione puo richiedere un giudizio basato su una competenza pro-
fessionale. Dal momento che & possibile che si registrino disaccordi tra i cor-
rettori di tali quesiti, PISA analizza I'attendibilita delle correzioni per control-
lare il grado di disaccordo. Precedenti esperienze in questo campo mostrano
che & possibile mettere a punto schemi di correzione chiari e ottenere pun-
teggi affidabili.

In alcuni casi la prova & costituita da un’unita, nella quale diversi quesiti so-
no legati a una informazione-stimolo comune. I compiti caratterizzati da que-
sto formato permettono agli studenti di confrontarsi con un contesto o un pro-
blema, ponendo una serie di domande di complessita crescente. Le prime
domande sono generalmente a scelta multipla o a risposta aperta univoca,
mentre quelle successive sono generalmente a risposta aperta articolata.
Questo formato pud essere usato per valutare ciascun raggruppamento di
competenze.



Uno dei motivi per cui si fa ricorso a prove caratterizzate da uno stimolo co-
mune & che esse permettono di riprodurre problemi realistici che riflettono
la complessita della vita reale. Un’altra ragione & costituita dal fatto che essi
consentono un uso efficiente del tempo della valutazione, perché riducono il
tempo necessario allo studente per “entrare” nell’argomento. Si sottolinea la
necessita di rendere ciascun punteggio assegnato indipendente dagli altri al-
I'interno del compito e cido viene preso in considerazione sia nella messa a
punto dei compiti di PISA che nella codifica delle risposte e nell’assegnazio-
ne dei punteggi. Infine, viene riconosciuta I'importanza di minimizzare I'erro-
re che puo derivare dall’'uso di un numero troppo ristretto di situazioni pro-
blematiche.

Struttura della valutazione

Le prove di matematica di PISA 2003 sono costituite da materiali il cui tempo
totale di somministrazione & di 210 minuti. I quesiti selezionati sono divisi in
sette pacchetti, ciascuno dei quali richiede un tempo di somministrazione di
circa 30 minuti. Tali pacchetti sono riuniti in fascicoli secondo uno schema di
rotazione delle prove.

Il tempo totale dello strumento di valutazione della matematica € distribuito
nel modo piu equilibrato possibile tra le quattro idee chiave (quantita, spazio e
forma, cambiamento e relazioni e incertezza), e le quattro situazioni descritte nel
quadro di riferimento (personale, scolastica/professionale, pubblica e scientifica). La
proporzione dei quesiti che riflettono i tre raggruppamenti di competenze (ri-
produzione, connessioni e riflessione) € circa di 1:2:1. Circa un terzo dei quesiti & a
scelta multipla, un terzo a risposta aperta univoca e un terzo a risposta aper-
ta articolata.

Presentazione dei livelli di competenza matematica

Per presentare i risultati delle prove di PISA verra messa a punto una scala di
competenza a cinque livelli (Masters e Forster, 1996; Masters, Adams e Wil-
son, 1999). La scala sara messa a punto con procedure statistiche usando
I'approccio dell'ltem Response Modelling per costruire una scala di misura
con dati di tipo ordinale. La scala complessiva sara usata per descrivere le
prestazioni in relazione a cinque livelli di abilita e permettera di classificare
i Paesi in base a tali livelli, fornendo cosi un quadro di riferimento per il con-
fronto internazionale.

Si considerera la possibilita di costruire diverse scale indipendenti per la
presentazione dei risultati. Tali scale potrebbero essere basate sui tre rag-
gruppamenti di competenze o sulle quattro idee chiave. La costruzione di ta-
li scale verra decisa sulla base di diverse considerazioni, tra cui vi sono 'ana-
lisi dei parametri psicometrici delle prove che sara condotta nel corso dell’a-
nalisi dei dati di PISA. Per rendere possibile la costruzione di diverse scale, &
necessario che le prove di PISA comprendano un numero sufficiente di que-
siti per ciascuna delle possibili categorie di presentazione dei risultati. Inol-
tre, i quesiti all'interno di ciascuna categoria dovranno coprire una gamma di
difficolta sufficientemente ampia.

I raggruppamenti di competenza descritti precedentemente nel quadro di ri-
ferimento riflettono categorie concettuali di complessita crescente, ma non
una gerarchia di prestazioni degli studenti basata sulla difficolta dei quesiti.
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La complessita concettuale rappresenta solo una delle componenti della dif-
ficolta dei quesiti che influisce sul livello delle prestazioni. Altre componenti
sono la familiarita del problema, le opportunita recenti di apprendimento e
di esercizio e cosi via. Quindi un quesito a scelta multipla che mette in gioco
competenze del raggruppamento della riproduzione (per esempio la domanda
“quale tra i seguenti & un parallelepipedo rettangolo?” seguita dalle figure di
una palla, di una lattina, di una scatola e di una piazza) puo risultare molto fa-
cile per studenti a cui € stato insegnato il significato di tali termini, ma molto
difficile per altri a causa della mancanza di familiarita con la terminologia usa-
ta. Anche se & possibile immaginare quesiti relativamente difficili del rag-
gruppamento della riproduzione e quesiti relativamente facili del raggruppa-
mento della riflessione, € per quanto sia possibile quesiti di difficolta variabile
per ciascun raggruppamento, ci si aspetta una relazione grosso modo positi-
va tra i raggruppamenti di competenze e la difficolta dei quesiti.

Tra i fattori sottesi ai crescenti livelli di difficoltd del quesito e di competen-
za matematica vi sono i seguenti:

* 1l tipo e il grado di interpretazione e di ragionamento richiesti. Questo
aspetto comprende la natura della richiesta di interpretazione che deriva
dal contesto del problema; la misura in cui i procedimenti matematici ri-
chiesti per risolvere il problema sono forniti esplicitamente o devono es-
sere ricostruiti dallo studente; e la misura in cui sono richiesti insight, ra-
gionamenti complessi e generalizzazioni.

* |l tipo di capacita di rappresentazione che sono necessarie, spaziando da
problemi dove & usato solo un metodo di rappresentazione a problemi
nei quali gli studenti devono passare tra diversi metodi oppure trovare es-
si stessi quelli appropriati.

e |l tipo e il livello di capacita matematiche richieste. Per questo aspetto si
spazia da problemi con un unico passaggio (single-step problems) che richie-
dono la riproduzione di elementi matematici di base e I'esecuzione di
semplici processi di calcolo fino a problemi con molti passaggi (multi-step
problems) che richiedono conoscenze matematiche piti complesse e abilita
complesse di decisione, di elaborazione cognitiva, di analisi e soluzione
di problemi e di modellizzazione.

e Il tipo e il grado di argomentazione matematica che & richiesta, andando
da problemi dove non é richiesto alcun tipo di argomentazione, a proble-
mi in cui gli studenti possono dover applicare argomentazioni matemati-
che note, fino a problemi dove gli studenti devono creare loro stessi ar-
gomentazioni matematiche o comprendere quelle di altre persone o giu-
dicare la correttezza di determinati argomenti o dimostrazioni.

Al livello piu basso di competenza descritto, gli studenti portano a termine
processi con un unico passaggio che implicano il riconoscimento di contesti
familiari e problemi matematicamente ben formulati, utilizzando nozioni e
processi matematici molto noti e applicando semplici abilita di calcolo.

A un successivo livello di competenza, gli studenti portano a termine compi-
ti pit complessi che richiedono un’elaborazione a pill passaggi e si basano
sul collegamento di pili informazioni o sull'interpretazione di diverse rappre-
sentazioni di concetti o informazioni matematiche, riconoscendo quali ele-



menti sono pertinenti e rilevanti e come si collegano uno all’altro. A questo
livello essi lavorano con modelli o formulazioni date, spesso in forma alge-
brica, per individuare soluzioni, o portano a termine brevi sequenze di pro-
cessi o passaggi di calcolo per arrivare a una soluzione.

Al livello di competenza piu alto, gli studenti assumono un ruolo piu creativo
e attivo nel loro approccio ai problemi matematici. Interpretano informazioni
pit complesse e trattano piu passaggi di elaborazione. A questo livello gli
studenti formulano il problema e spesso sviluppano un modello adeguato
che ne favorisce la soluzione. Essi individuano e applicano strumenti e cono-
scenze pertinenti spesso in un contesto problematico poco familiare, dimo-
strano intuizione nell'individuare una strategia di soluzione appropriata e
mostrano processi cognitivi di ordine superiore quali la generalizzazione, il
ragionamento e I'argomentazione nella spiegazione o comunicazione dei ri-
sultati.

Sussidi e strumenti

La posizione del progetto OCSE/ PISA riguardo all'uso della calcolatrice e di
altri strumenti & che gli studenti dovrebbero poter usare gli strumenti che
normalmente usano a scuola.

Lo scopo €& quello di valutare il piu fedelmente possibile quanto gli studenti
sono in grado di fare e di fornire un quadro comparato il piti possibile ricco di
informazioni circa i risultati dei sistemi di istruzione. La decisione all'interno
di un dato sistema di istruzione di consentire agli studenti di servirsi della
calcolatrice non € molto diversa, in linea di principio, da altre decisioni di po-
litica scolastica prese dai diversi sistemi di istruzione e non & controllata dal-
I'OCSE/PISA.

Gli studenti abituati ad avere la calcolatrice a disposizione quando affronta-
no compiti matematici sarebbero svantaggiati se privati all'improvviso di ta-
le risorsa.

RIEPILOGO

L'obiettivo dell'indagine OCSE/PISA & di sviluppare indicatori che mostrino
I'efficacia dei diversi Paesi nel preparare i propri quindicenni a diventare cit-
tadini attivi, riflessivi e intelligenti dal punto di vista dell'uso della matema-
tica. Per raggiungere ci0, 'OCSE/PISA ha messo a punto una serie di prove che
mirano a determinare in che misura gli studenti siano in grado di utilizzare
quanto hanno appreso.

Il presente quadro di riferimento fornisce una definizione di competenza ma-
tematica e definisce il piano della valutazione del 2003 che consente ai Pae-
si dell’OCSE di avere un quadro di alcuni importanti risultati dei loro sistemi
di istruzione. La definizione di competenza matematica adottata nel presen-
te quadro di riferimento € coerente con le definizioni di competenza negli
ambiti della lettura e delle scienze e con I'orientamento di PISA ad accertare
la capacita degli studenti di divenire membri attivi e impegnati nella societa
in cui vivono.

Le componenti principali del quadro di riferimento della matematica, coe-
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rentemente con i quadri di riferimento degli altri ambiti, comprendono i con-
testi in cui la matematica viene utilizzata, i contenuti e i processi matematici,
ciascuno dei quali scaturisce direttamente dalla definizione di competenza.
L'analisi del contesto e del contenuto evidenzia gli aspetti dei problemi che
gli studenti affrontano in quanto cittadini, mentre 'analisi dei processi evi-
denzia le competenze che gli studenti mettono in gioco per risolvere tali pro-
blemi. Queste competenze sono state raggruppate nei tre cosiddetti “rag-
gruppamenti di competenze” per razionalizzare il modo in cui un insieme
complesso di processi cognitivi viene affrontato in un programma di valuta-
zione strutturato.

L’accento posto dalle prove di matematica sull'uso della propria conoscenza
e comprensione matematica per risolvere i problemi che sorgono nell’espe-
rienza quotidiana di ciascuno, costituisce un ideale che viene raggiunto in
gradi diversi da diversi sistemi scolastici nel mondo. Le prove di PISA cerca-
no di utilizzare una molteplicita di problemi matematici, che variano per il
grado di strutturazione e di esplicitazione dei percorsi, ma che sono orienta-
ti verso contesti autentici sui quali gli studenti devono riflettere in modo au-
tonomo.

ALTRI ESEMPI

Nelle prossime pagine, vengono presentate alcune prove di matematica al fi-
ne di illustrare determinati aspetti del quadro di riferimento della matemati-
ca. I quesiti sono accompagnati da un commento che ne mette in evidenza al-
cuni aspetti in relazione al quadro di riferimento.

Si tratta del terzo gruppo di esempi di prove di matematica pubblicato dal-
I'OCSE. Sette prove (per un totale di 14 quesiti) sono state gia pubblicate in
Measuring Student Knowledge and Skills (OECD, 2000); altre cinque prove (per un
totale di 11 quesiti) sono state pubblicate in Sample Tasks from the PISA 2000 As-
sessment (OECD, 2002a).

Di seguito si presentano tredici prove, che comprendono 27 quesiti. Ciascu-
no di tali quesiti & stato usato nello studio pilota condotto nel 2002, nel qua-
dro del processo di messa a punto delle prove per lo studio principale di PI-
SA 2003. Per vari motivi, legati principalmente all’esigenza di assicurare un
equilibrio fra molteplici aspetti nella costruzione degli strumenti definitivi, i
seguenti quesiti sono stati esclusi dal novero di quelli selezionati per lo stu-
dio principale. Alcuni di essi sono caratterizzati da proprieta psicometriche
tali per cui essi non sono risultati del tutto adatti per uno strumento di valu-
tazione internazionale, mentre sono utili a scopo illustrativo e, forse, anche a
scopo didattico.



MATEMATICA: PROVA 1
FARO

I fari sono torri che hanno, in cima, un dispositivo per emet-

tere luce. I fari aiutano le navi a trovare la rotta di notte,

quando navigano in prossimita della costa.

Il faro emette segnali luminosi con una sequenza regolare

fissa. Ciascun faro ha una propria sequenza. Il diagramma i
qui sotto rappresenta la sequenza dei segnali di un determi-
nato faro. I segnali luminosi si alternano a momenti di buio. ﬂ
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buio

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
tempo (s)

Si tratta di una sequenza regolare che si ripete dopo qualche tempo.
Il fempo necessario per completare una sequenza, prima che cominci
a ripetersi, si chiama periodo. Se trovi il periodo di una sequenza, &
facile continuare il diagramma per i successivi secondi, minuti o per-
sino ore.

Matematica: esempio 1.1

Quale, fra i seguenti periodi, pud corrispondere alla sequenza di questo faro?

A. 2 secondi.
B. 3 secondi.
C. 5 secondi.
D. 12 secondi.

Punteggio e commenti per 'esempio 1.1

Punteggio pieno
Codice I: risposta C: 5 secondi.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: cambiamento e relazioni
Situazione: pubblica

01
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Il modo insolito in cui questo problema & presentato agli studenti, lo pone al
di sopra del raggruppamento di competenze della riproduzione. La rappresen-
tazione grafica € nuova per la maggior parte degli studenti, se non addirittu-
ra per tutti, e cid comporta capacita di interpretazione e di ragionamento, fin
dall'inizio del problema. Con tutta probabilita, molti studenti simuleranno
nella loro mente la situazione: buio, buio, luce, buio, luce, buio, buio, luce e
cosi via. Tutti, in qualche misura, dovranno trovare il “ritmo”, attraverso una
rappresentazione grafica oppure attraverso altri tipi di rappresentazione, co-
me quella verbale appena enunciata. Il problema rientra nel raggruppamen-
to delle connessioni proprio in quanto richiede che diversi tipi di rappresenta-
zioni vengano messi in relazione.

1 concetto di periodicita che & alla base della prova non & importante solo nel-
I'ambito disciplinare della matematica, ma anche nella vita quotidiana. I risul-
tati dello studio pilota indicano come, nonostante la presentazione inusuale, la
prova non risulti particolarmente difficile per la maggior parte degli studenti.

Qualcuno potrebbe obiettare che gli studenti che vivono vicino al mare o al-
I'oceano potrebbero essere favoriti dal contesto. Occorre sottolineare, pero,
che la competenza matematica comprende la capacita di servirsi della mate-
matica in contesti diversi da quello locale. Per quanto gli studenti che vivono
in localita marittime possano essere in qualche misura avvantaggiati, I'analisi
del funzionamento dell’item in rapporto ai diversi Paesi, non fornisce indica-
zioni in tale senso: i Paesi continentali hanno ottenuto in questa prova risul-
tati simili a quelli dei Paesi costieri.

Matematica: esempio 1.2

Per quanti secondi il faro emette luce nel corso di 1 minuto?
A 4

B. 12

C. 20

D. 24

Punteggio e commenti per 'esempio 1.2

Punteggio pieno
Codice 1: risposta D: 24.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: cambiamento e relazioni
Situazione: pubblica

Questo esempio € un po’ piu difficile di quello precedente e anche il pro-
blema e di natura differente. Agli studenti & richiesto di tradurre e di esten-
dere il modello visivo che viene fornito in un modello numerico che consen-
ta loro di analizzare 'andamento periodico nel corso di un minuto. Non €& in-
dispensabile che gli studenti abbiano risposto correttamente al quesito pre-
cedente, anche se una delle strategie possibili per rispondere € quella di ser-
virsi di quel risultato: poiché il periodo € uguale a 5 secondi, in un minuto ci



sono 12 periodi e, poiché in ciascun periodo ci sono due segnali luminosi, la
risposta deve essere 24.

Un’altra strategia che gli studenti possono usare a questo livello & quella
di rintracciare nel grafico i primi 10 o 12 secondi, giacché 60 ¢ divisibile sia
per 10 che per 12: se essi considerano 10 secondi, troveranno 4 segnali lu-
minosi da moltiplicare per 6 e, dunque, giungeranno di nuovo a 24. Tutta-
via, non abbiamo realmente “dimostrato” che essi abbiano compreso del
tutto il problema. Lo stesso infatti vale per i 12 secondi: pero se gli stu-
denti moltiplicano i 4 segnali luminosi per 5 otterrano 20, che € una rispo-
sta sbagliata: la differenza sta nel fatto che scegliendo 10, gli studenti ot-
tengono esattamente due periodi, mentre scegliendo 12 non ottengono un
multiplo del periodo. Il presente problema — autentico e non troppo diffi-
cile — rientra nel raggruppamento delle connessioni anche perché richiede

pill passaggi.

Matematica: esempio 1.3

Nella seguente griglia, disegna il grafico di una possibile sequenza di un
faro che emetta luce per un totale di 30 secondi ogni minuto. Il periodo
della sequenza deve essere di 6 secondi.

Punteggio e commenti per 'esempio 1.3

Punteggio pieno
Codice 2: risposte nelle quali il grafico mostra una sequenza di luce e buio
con segnali luminosi di 3 secondi, ogni 6 secondi, € con un periodo di
6 secondi. E possibile realizzarla nei seguenti modi:
* 1 segnale luminoso da un secondo e 1 da due secondi (che puo
essere rappresentato in molti modi), oppure
* | segnale luminoso da tre secondi (che pud essere rappresenta-
to in quattro modi).
* Se vengono rappresentati 2 periodi, la sequenza deve essere
identica in entrambi.

Punteggio parziale

Codice I: risposte nelle quali il grafico mostri una sequenza luce/buio in cui,
ogni 6 secondi, ci siano 3 secondi di segnale luminoso per un perio-
do diverso dai 6 secondi. Se vengono rappresentati 2 periodi, la se-
quenza deve essere identica in entrambi.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: riflessione

Idea chiave: cambiamento e relazioni

Situazione: pubblica

La formulazione stessa del problema indica quanto esso sia “aperto”: “dise-
gna il grafico di una possibile sequenza di un faro”. Per quanto il quesito ap-
paia strettamente legato ai due che lo precedono, la percentuale di risposte
corrette € stata molto pil bassa, il che lo rende un quesito “piuttosto diffici-
le”.
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E interessante notare come agli studenti venga richiesto proprio di “costrui-
re” o “disegnare” qualcosa, il che sembra essere un aspetto importante della
competenza matematica: servirsi di capacita matematiche non soltanto in mo-
do passivo o meccanico, ma per costruire una risposta. La risposta al proble-
ma non & banale, poiché occorre soddisfare due condizioni: tempi di luce e
di buio equivalenti (“30 secondi al minuto”) e un periodo di 6 secondi. Tale
combinazione rende necessaria, da parte degli studenti, una reale compren-
sione del concetto di periodicita — un’altra indicazione, questa, che ci trovia-
mo di fronte a un problema che rientra nel raggruppamento riflessione.



MATEMATICA: PROVA 2
TARIFFE POSTALI

In Zedlandia le tariffe postali si basano sul peso di ci6 che viene spe-
dito (arrotondato al grammo) come mostrato nella seguente tabella:

Peso (arrotondato al grammo) Tariffa

Finoa 20 g 0,46 zed
21g-50g¢ 0,69 zed
51g-100g¢ 1,02 zed
101g-200g¢g 1,75 zed
201g-350g 2,13 zed
351g-500g 2,44 zed
501 g -1.000 g 3,20 zed
1.001 g - 2.000 g 4,27 zed
2.001g-3.000g 5,03 zed

Matematica: esempio 2.1

Quale dei seguenti grafici & la migliore rappresentazione delle tariffe po-
stali in Zedlandia?

(Sull'asse orizzontale e rappresentato il peso in grammi e sull'asse verti-
cale la tariffa in zed).
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Punteggio e commenti per 'esempio 2.1

Punteggio pieno
Codice 1: risposta C.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: incertezza

Situazione: pubblica
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La situazione & ovviamente pubblica e il problema & di quelli che si incon-
trano di frequente, anche se non necessariamente in questa forma. Nella
realta, i cittadini si limitano a porgere il pacco all'impiegato e a chiedere
quanto costa la spedizione. Tuttavia si presume che cittadini consapevoli sia-
no grado di riflettere un po’ sul sistema delle tariffe postali o di servizi ana-
loghi. Molti sapranno che I'aumento nelle tariffe postali € inizialmente piut-
tosto consistente e che esso decresce con 'aumentare del peso. Tale anda-
mento & piuttosto comune.

Comprendere che tale andamento possa essere visualizzato €, tuttavia, una
cosa piuttosto diversa. Il grafico € un grafico “a gradini”, che raramente, se non
addirittura mai, gli studenti incontrano durante il percorso scolastico. Cio
spiega probabilmente perché tale problema sia risultato tanto difficile. Gli
studenti, infatti, sono abituati a unire i punti nei grafici e, talvolta, si doman-
dano se unirli con segmenti o con una bella curva (come nell’alternativa B).
L'alternativa B, in effetti, sembra una risposta valida, perché al contrario del-
la A fornisce una tariffa per ciascun peso. Il problema, ovviamente, consiste
nel fatto che non tutti i prezzi “esistono” e che le fasce di prezzo sono in nu-
mero limitato: 0,46 — 0,69 — 1,02 ecc. 1l grafico B & percio errato, mentre il gra-
fico C illustra la tabella meglio degli altri.

Un ulteriore fattore di difficolta, nell’accostare la tabella alla rappresentazio-
ne grafica, &€ dato dal fatto che nelle alternative A, B e C, a causa della scala
utilizzata, e difficile leggere la parte del grafico che riguarda i pesi inferiori a
500 grammi. Se gli studenti si soffermano sui pesi inferiori, potrebbero esse-
re tentati di scegliere 'alternativa D, che fornisce una rappresentazione mol-
to leggibile dei valori contenuti nella tabella, senza rendersi conto che la sca-
la non ¢ lineare (in senso orizzontale). Nel caso in cui, pero, gli studenti capi-
scano che i punti isolati del grafico D non possono rappresentare I'andamen-
to riportato in tabella, non lo prenderanno neanche in considerazione.

Quanto appena detto dovrebbe rendere chiaro come questo quesito, a cau-
sa dell’insolita rappresentazione e delle abilita che richiede per essere risol-
to, rientri nel raggruppamento delle connessioni.

Matematica: esempio 2.2

Giacomo vuole spedire a un amico due lettere, che pesano rispettivamen-
te 40 grammi e 80 grammi.

In base alle tariffe postali zedlandesi, decidi se & pit economico spedire
le due lettere in un'unica busta o spedire le lettere in due buste separa-
te. Mostra i calcoli del costo in ciascun caso.

Punteggio e commenti per I'esempio 2.2

Punteggio pieno

Codice 1: risposte che riportino che & piu economico spedire le due lettere in
due buste separate. Il costo sara di 1,71 zed per due buste separa-
te e di 1,75 per una busta contenente entrambe le lettere.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.



Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: quantiti

Situazione: pubblica

Questo esempio & pil pratico di quello precedente e, dallo studio pilota, &
risultato essere piuttosto semplice per gli studenti.

Esso rientra nel raggruppamento delle connessioni dal momento che non & un
problema familiare agli studenti e che richiede competenze leggermente su-
periori a quelle della riproduzione. Giacomo vuole spedire a un amico due let-
tere, che pesano rispettivamente 40 grammi e 80 grammi. Sebbene legger-
mente diversa dalle attese, la risposta si pu0 trovare facilmente nelle tabel-
le: 40g costano 0,69 zed, 80 g costano 1,02 zed, dunque due buste spedite se-
paratamente verranno a costare 1,71 zed mentre spedire una busta del peso
di 120 g costera 1,75 zed. Il quesito non &€ complesso dal punto di vista mate-
matico, ma & un buon esempio per quanto concerne la competenza matema-
tica, poiché riguarda un tipo di problema che si incontra spesso nella vita.
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MATEMATICA: PROVA 3
BATTITO CARDIACO

Per motivi di salute, le persone dovrebbero limitare i loro sforzi, ad
esempio durante le attivita sportive, per non superare una deter-
minata frequenza del battito cardiaco. Per anni, la relazione tra la
frequenza cardiaca massima consigliata e I'eta della persona e sta-
ta descritta dalla seguente formula:

Frequenza cardiaca massima consigliata = 220 - etd

Recenti ricerche hanno mostrato che questa formula dovrebbe es-
sere leggermente modificata. La nuova formula & la seguente:
Frequenza cardiaca massima consigliata = 208 - (0,7 x etd)

Matematica: esempio 3.1

Un articolo di giornale afferma: "Una conseguenza dell'uso della nuova
formula al posto della vecchia é che il numero massimo consigliato di bat-
titi cardiaci al minuto diminuisce leggermente per i giovani e aumenta leg-
germente per gli anziani”.

A partire da quale etd la frequenza cardiaca massima consigliata diventa
maggiore come risultato dell'introduzione della nuova formula? Scrivi qui
sotto i passaggi che fai per arrivare alla risposta.

Punteggio e commenti per I'esempio 3.1

Punteggio pieno

Codice 1: risposte che specifichino 40 o 41.
220 —etd = 208 — 0,7 x etd ha come soluzione etd = 40 e dunque le per-
sone con pill di 40 anni avranno una frequenza cardiaca massima
consigliata piu alta con la nuova formula.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: cambiamento e relazioni

Situazione: pubblica/personale

La classificazione della situazione dipende, ovviamente, dal maggiore o mi-
nore interesse che il corpo e la salute rivestono per le diverse persone. Si pud
sostenere che il quesito sia in una certa misura scientifico (data la presenza di
formule), ma molti sportivi (che fanno corsa, ciclismo, canottaggio, marcia ecc.)
sono soliti misurare il proprio battito cardiaco durante I'attivita fisica. Stru-
menti sempre piu a buon mercato che si avvalgono di micro-tecnologie ren-
dono il controllo di questo particolare aspetto del benessere alla portata di
tutti; ecco perché la situazione ¢ stata classificata come “pubblica/personale”.

Poiché abbiamo a che fare pill con la creazione di un modello che non con la
banale risoluzione di un problema, il quesito € classificato nel raggruppa-
mento delle connessioni e I'idea chiave & cambiamento e relazioni.




Mettere a confronto due formule che riguardano il benessere individuale, sia-
no pure semplici regole basate sull’'esperienza, pud essere un’attivita inte-
ressante, specialmente perché esse sono in parte presentate come formule
“a parole”, risultando solitamente pill accessibili agli studenti. Anche senza
che sia espressamente richiesto, una possibile reazione iniziale degli stu-
denti & di vedere quale siano i diversi parametri raccomandati rispetto alla
loro fascia di eta. Poiché gli studenti di PISA hanno 15 anni, il risultato, se-
condo la vecchia formula sarebbe 205 battiti al minuto (tenendo conto che
non viene fornita I'informazione che si tratta di battiti al minuto) mentre, con la
nuova formula, € 198 (o 197). In questo modo gli studenti possono gia trova-
re un'indicazione del fatto che I'affermazione dell’articolo sembra essere cor-
retta.
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L'esempio proposto € un po’ piu difficile: chiede agli studenti di indicare
quando (a che eta) le due formule diano il medesimo risultato. Alla risposta
si pud giungere per tentativi ed errori (strategia adottata abitualmente da
molti studenti), anche se & pill probabile che il problema venga impostato in
modo algebrico: 220 — e = 208 - (0,7 x €), che porta a una risposta pari a 40.

Tale problema & piuttosto interessante e pertinente sia dal punto di vista
della mathematical literacy, sia da quello della matematica piu scolastica. Dai
dati dello studio pilota il quesito € risultato essere piuttosto difficile per gli
studenti quindicenni.

Matematica: esempio 3.2

La formula frequenza cardiaca massima consigliata = 208 - (0,7 ¥ eta)
viene usata anche per determinare quando I'esercizio fisico ha efficacia
massima. Alcune ricerche hanno mostrato che l'esercizio fisico ha la mas-
sima efficacia quando i battiti sono all'80% della frequenza cardiaca mas-
sima consigliata.

Scrivi una formula che fornisca la frequenza cardiaca, in funzione del-
I'etd, affinché I'esercizio fisico abbia la massima efficacia.

Punteggio e commenti per l'esempio 3.2

Punteggio pieno

Codice 1: risposte che riportino qualsiasi formula equivalente alla moltiplica-
zione della formula della frequenza cardiaca massima consigliata
per 80 per cento.
* frequenza cardiaca
* frequenza cardiaca
e f=166-0,56 x eta
e f=166-0,6 x eta
* frequenza cardiaca = (208 — 0,7 x eta) x 0,8.

166 — 0,56 x eta
166 - 0,6 x eta

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: cambiamento e relazioni

Situazione: pubblica/personale
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Questo esempio sembra misurare esattamente le stesse competenze dell’e-
sempio 3.1. Il tasso di risposte corrette — durante lo studio pilota — & stato pra-
ticamente identico, ma esiste una differenza sostanziale: mentre nell’esem-
pio 3.1 viene chiesto agli studenti di confrontare due formule e di decidere in
che caso esse diano lo stesso risultato, nell’esempio 3.2 viene chiesto loro di
“costruire” una formula, cosa che a scuola, in molti Paesi, viene chiesta loro di
rado. Da un punto di vista strettamente matematico la domanda non & diffi-
cile: & sufficiente moltiplicare la formula per 0,8 — per esempio, frequenza car-
diaca = (208 — 0,7 x etd) x 0,8. Tuttavia, anche maneggiare un’espressione alge-
brica cosi semplice, collocata in un contesto pratico e realistico, per molti
studenti quindicenni rappresenta una sfida non indifferente.



MATEMATICA: PROVA 4
PREZZI PER SUPERFICIE

Gli inquilini di un palazzo decidono di acquistare I'edificio. Racco-
glieranno i soldi in modo che ciascuno paghera un prezzo propor-
zionale alla grandezza del proprio appartamento.

Per esempio, una persona che abita in un appartamento che occupa
un quinto della superficie di tutti gli appartamenti paghera un quin-
to del prezzo totale dell'edificio.

Matematica: esempio 4.1

Fai un cerchio intorno a "Corretta” o "Errata” per ciascuna delle seguen-
ti affermazioni.

Affermazione Corretta / Errata

Una persona che abita nell'appartamento pit | Corretta / Errata
grande paghera di piu per ogni metro quadro
del suo appartamento rispetto alla persona
che vive nell'appartamento pit piccolo.

Se conosciamo le superfici di due appartamen- | Corretta / Errata
ti e il prezzo di uno di essi possiamo calcolare
il prezzo del secondo.

Se conosciamo il prezzo dell'edificio e quanto | Corretta / Errata
paghera ciascun proprietario, & possibile cal-
colare la superficie totale di tutti gli apparta-
menti.

Se il prezzo totale dell'edificio venisse ridot- | Corretta / Errata
to del 10% ogni proprietario pagherebbe il
10% in meno.

Punteggio e commenti per I'esempio 4.1

Punteggio pieno
Codice 1: risposte che riportino: Errata, Corretta, Errata, Corretta in quest’or-
dine.

Nessun punteggio
Codice 0: qualunque altra combinazione.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla complessa
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: cambiamento e relazioni

Situazione: pubblica

Il quesito richiede un livello piuttosto elevato di competenza per quanto ri-
guarda il ragionamento proporzionale in relazione a una situazione pratica
della societa, probabilmente poco familiare per dei quindicenni. Il tipo di
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quesito, a scelta multipla complessa, richiede che gli studenti dimostrino una
comprensione piuttosto approfondita dei concetti considerati. Gli studenti,
inoltre, devono leggere e comprendere una serie di proposizioni matemati-
che complesse. Dallo studio pilota si & visto che il quesito & alquanto diffici-
le.

Matematica: esempio 4.2

L'edificio & costituito da tre appartamenti. Il pit grande, 'appartamento
1 ha una superficie totale di 95 m?. Gli appartamenti 2 e 3 hanno, rispet-
tivamente, superfici di 85 m? e 70 m?. Il prezzo di vendita dell'edificio &
di 300.000 zed.

Quanto deve pagare il proprietario dell'appartamento 2? Scrivi qui sotto
i passaggi che fai per arrivare alla risposta.

Punteggio e commenti per I'esempio 4.2

Punteggio pieno
Codice 2: risposte che riportino 102.000 zed, con o senza calcolo mostrato.
L'unita di misura non & richiesta.
e Appartamento 2 = 102.000 zed
* App. 2: 85 + 250 x 300.000 = 102.000 zed
* 300.000 ~ 250 = 1.200 zed per ciascun metro quadrato, perciod
I'appartamento 2 & 102.000 zed.

Punteggio parziale

Codice 1: risposte in cui lo studente ha applicato il metodo corretto, ma con
piccoli errori di calcolo.
* App. 2: 85 + 250 x 300.000 = 10.200 zed.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: quantita

Situazione: pubblica

Il quesito riportato nell’esempio 4.2 & piu concreto, avendo a che fare con ap-
partamenti “reali”, con superfici “reali”. Lo studio pilota conferma che questo
quesito risulta considerevolmente piu semplice rispetto al primo, piu astrat-
to.

La classificazione di questo quesito nel raggruppamento delle connessioni &€ ap-
propriata poiché richiede una risoluzione in piu passaggi, all'interno di un
contesto poco familiare.



MATEMATICA: PROVA 5
STATURA DEGLI STUDENTI

Matematica: esempio 5.1

Un giorno, durante una lezione di matematica, & stata misurata la statu-
ra di tutti gli studenti. L'altezza media dei ragazzi era 160 cm e l'altezza
media delle ragazze era 150 cm. Alessia era la piu alta: la sua altezza era
180 cm. Dario era il pil basso: la sua altezza era 130 cm.

Quel giorno due studenti erano assenti, ma erano in classe il giorno se-
guente. E stata misurata la loro statura e sono state nuovamente calco-
late le medie. Sorprendentemente, I'altezza media delle ragazze e l'al-
tezza media dei ragazzi non sono cambiate.

Quali delle seguenti conclusioni si possono trarre da queste informazio-
ni?

Fai un cerchio intorno a "Si" o a "“No" per ciascuna conclusione.

Conclusione Si pud trarre
questa conclusione?

Entrambi gli studenti sono ragazze. Si/ No
Uno degli studenti & un ragazzo e l'altro

€ una ragazza. Si/ No
Entrambi gli studenti hanno la stessa altezza. Si/ No
L'altezza media della totalita degli studenti

non & cambiata. Si/ No
Dario & ancora il pit basso. Si/ No

Punteggio e commenti per 'esempio 5.1

Punteggio pieno
Codice I: risposte che riportino “No” per tutte le conclusioni.

Nessun punteggio
Codice 0: qualunque altra combinazione.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla complessa
Raggruppamento di competenze: riflessione

Idea chiave: incertezza

Situazione: educativa

Nel caso di questo quesito, la classificazione & piuttosto ovvia: incertezza, co-
me idea chiave, in quanto si richiede la comprensione di concetti statistici; si-
tuazione educativa, in quanto ci troviamo di fronte a un tipo di problema che si
incontra solo in ambito scolastico e riflessione, come raggruppamento di com-
petenze, giacché gli aspetti comunicativi hanno un peso preponderante — gli
studenti, infatti, devono davvero comprendere nei dettagli il linguaggio ado-
perato e afferrare i concetti sottesi, che pure sono piuttosto sofisticati. Il pro-
blema richiede, infatti, la capacita di porre domande (“Come faccio a sape-
re...?"”, “Come faccio a trovare...?”, “Che cosa puo succedere?”, “Che cosa suc-
cede se...?” e la capacita di comprendere concetti matematici (media) e di
servirsene in contesti di per sé complessi.

La matematizzazione, ovvero l'identificazione di contenuti e di informazioni
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matematiche pertinenti, in questo caso € un aspetto importante. Una lettura
superficiale porterebbe a un’interpretazione errata. La situazione & effettiva-
mente complessa: varia all'interno della classe e nel tempo. Si fa riferimento
all’entita “classe” quando si parla della media dei maschi e delle femmine se-
paratamente, ma successivamente si afferma che Alessia € la piu alta (delle
ragazze o degli studenti) e che Dario ¢ il piu basso (dei ragazzi o degli stu-
denti). Gli studenti devono leggere con molta attenzione per capire che Da-
rio & un ragazzo - il che & essenziale — e che Alessia € una ragazza. La varia-
zione nel tempo & data dal fatto che inizialmente due studenti sono assenti,
ma, quando il giorno seguente viene misurata la loro statura, le medie riman-
gono inalterate. La classe, dunque, diventa pill numerosa ma non si sa se i
due studenti aggiunti in un secondo tempo siano maschi, femmine, o un ma-
schio e una femmina.

Per poter completare correttamente tutte e cinque le parti del quesito, gli
studenti devono esplorare in modo alquanto sofisticato le relazioni esistenti
fra i dati e la lettura statistica dei dati medesimi. Lo studio pilota ha dimo-
strato che, per un quindicenne, il quesito & estremamente impegnativo.



MATEMATICA: PROVA 6
ALTALENA

Matematica: esempio 6.1
Maurizio & seduto su un'altalena. Comincia a dondolarsi e cerca di andare
il pit in alto possibile.

Quale grafico rappresenta meglio I'altezza dei suoi piedi rispetto al suo-
lo mentre si dondola?

A Altezza dei piedi

/
/ V\f \/

P Tempo
B 7AItezza dei piedi
-~ / Tempo
>
Altezza dei piedi
c p
> Tempo
D Altezza dei piedi
P Tempo

Punteggio e commenti per 'esempio 6.1

Punteggio pieno
Codice 1: risposta A.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: cambiamento e relazioni
Situazione: personale
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Questo tipo di quesito — “Qual & la rappresentazione grafica piu adatta a que-
sto testo?” — & piuttosto usato in alcuni Paesi. Negli anni '70, I'esperto cana-
dese di insegnamento della matematica Janvier lancid questa tipologia di
problema: egli chiedeva agli studenti di identificare il circuito di una gara che
corrispondeva a un determinato grafico sulla velocita, ovvero lo stesso tipo di
domanda, ma rovesciata. Un quesito simile & stato usato in PISA 2000 e si tro-
va nel volume Sample Tasks from the PISA 2000 Assessment (OCSE, 2002a).

Nel caso dell’altalena, la domanda appare piti semplice di quella proposta in
PISA 2000 perché alcune alternative si possono scartare quasi immediata-
mente, cosa non possibile con il problema del circuito.

La risposta A appare la pitl promettente, la B non comincia con i piedi in bas-
so e non si alza con il susseguirsi delle spinte, la C non & altro che una visua-
lizzazione dell’oscillazione e la D non oscilla affatto. La risposta A & dunque
la pitt probabile ed & quella scelta dalla maggioranza degli studenti.

Il quesito pud essere classificato nel raggruppamento delle connessioni, dal mo-
mento che gli studenti devono interpretare e mettere in relazione fra loro al-
meno due tipi di rappresentazione, testuale e grafica, e poi collegare al testo
il grafico migliore. La familiarita del contesto pud aggiungere una componen-
te pratica che aiuta a valutare le alternative di risposta. Gli studenti sono chia-
mati a comprendere un grafico inserito in un contesto che & loro familiare,
sebbene le rappresentazioni grafiche non siano altrettanto familiari.



MATEMATICA: PROVA 7
SERBATOIO PER L'ACQUA

Matematica: esempio 7.1

Un serbatoio per l'acqua ha la forma e
le dimensioni indicate nella figura.

All'inizio il serbatoio & vuoto, poi viene
riempito di acqua alla velocita di un li-
tro al secondo.

Quale dei seguenti grafici mostra come
cambia l'altezza del livello dell'acqua
con il passare del tempo?

A B
Altezza Altezza
A
Tempo Tempo
D E
Altezza Altezza
|
- L !
Tempo Tempo

Punteggio e commenti per 'esempio 7.1

Punteggio pieno
Codice 1: risposta B.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: cambiamento e relazioni
Situazione: scientifica

Serbatoio per 'acqua

(¢}
Altezza

A

Tempo
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Il quesito non & particolarmente difficile da capire: presenta un testo molto
breve e una figura chiara. Gli studenti devono mettere in relazione il testo con
la figura e poi collegare alle rappresentazioni grafiche quanto hanno compre-
so. Tali competenze rientrano nel raggruppamento delle connessioni.

E interessante notare come in tale quesito vi siano un certo numero di infor-
mazioni ridondanti: vengono fornite le misure dettagliate del serbatoio ed &
indicata la velocita costante di riempimento, pari a 1 litro al secondo. Tutta-
via tali dati quantitativi non servono agli studenti in quanto i grafici sono
“qualitativi” o “globali”. Cio & interessante, perché raramente in un problema
di matematica si trovano informazioni ridondanti, mentre la ridondanza & pre-
sente quasi sempre quando si ha a che fare con problemi del mondo reale. In
effetti, un aspetto importante di qualunque processo di matematizzazione, &
proprio l'identificazione delle informazioni pertinenti da un punto di vista
matematico e lo scarto di quelle superflue.

Sebbene il quesito sia stato classificato come legato a un contesto scientifico,
problemi simili si incontrano anche in situazioni personali. Riempire un bic-
chiere, un vaso o un recipiente qualunque, specialmente nel caso in cui il
contenitore non abbia una forma cilindrica, puo riservare qualche sorpresa se
non si tiene conto di come la velocita con cui aumenta il livello dell’acqua di-
penda dalla forma del contenitore: tale consapevolezza rientra nella defini-
zione di competenza matematica.



MATEMATICA: PROVA 8
TEMPO DI REAZIONE

\

In una gara di velocitaq, il “tempo di reazione” é l'intervallo di tem-
po tra lo sparo dello starter e il distacco dell'atleta dal blocco di
partenza. Il “tempo finale” comprende sia il tempo di reazione che
la durata della corsa.

La seguente tabella indica il tempo di reazione e il fempo finale di
8 corridori in una gara di velocita di 100 metri.
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Corsia Tempo di reazione (s) Tempo finale (s)

1 0,147 10,09

2 0,136 9,99

3 0,197 9,87

4 0,180 Non ha terminato la corsa
5 0,210 10,17

6 0,216 10,04

7 0,174 10,08

8 0,193 10,13

Matematica: esempio 8.1

Identifica i corridori che hanno vinto le medaglie d'oro, d'argento e di
bronzo in questa corsa. Completa la seguente tabella con il numero di cor-
sia, il fempo di reazione e il tempo finale di ciascun atleta premiato.

Medaglia Corsia Tempo di reazione (s) | Tempo finale (s)
Oro
Argento
Bronzo

Punteggio e commenti per 'esempio 8.1

Punteggio pieno

Codice 1:

Medaglia Corsia Tempo di reazione (s) Témpo finale (s)
Oro 3 0,197 9,87

Argento 2 0,136 9,09

Bronzo 6 0,216 10,04

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: riproduzione
Idea chiave: quantiti

Situazione: scientifica

Un esempio di quesito del raggruppamento della riproduzione che riguarda la
comprensione della notazione decimale (quantita), caratterizzato perd da
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una certa ridondanza e complessita per la presenza del tempo di reazione,
che & un dato non necessario per rispondere al primo quesito. Quasi due ter-
zi degli studenti che hanno partecipato allo studio pilota hanno risposto cor-
rettamente, dimostrando che si tratta di un quesito relativamente semplice
per la maggior parte dei quindicenni.

Matematica: esempio 8.2

Fino a oggi, nessun essere umano e riuscito a reagire allo sparo dello star-
ter in meno di 0,110 second..

Se il tempo di reazione registrato per un corridore ¢ inferiore a 0,110 se-
condi, si ritiene che sia avvenuta una falsa partenza, perché si presume
che il corridore sia partito prima di sentire lo sparo.

Se il vincitore della medaglia di bronzo avesse avuto un tempo di reazio-
ne pil breve, avrebbe potuto vincere la medaglia d'argento? Spiega bre-
vemente la tua risposta.

Punteggio e commenti per I'esempio 8.2

Punteggio pieno
Codice 1: risposte che riportino un “si” con una spiegazione adeguata. Per
esempio:
* Sj, se avesse avuto un tempo di reazione di 0,05 secondi pilu bre-
ve sarebbe arrivato a pari merito con il secondo.
* Si, avrebbe potuto vincere la medaglia d’argento se il suo tem-
po di reazione fosse stato inferiore o uguale a 0,166 sec.
* Sj, con il tempo di reazione piu breve possibile avrebbe realiz-
zato un tempo finale di 9,93 sec che sarebbe stato sufficiente per
vincere la medaglia d’argento.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte, compreso “si” senza una spiegazione adeguata.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: quantita

Situazione: scientifica

Questo esempio richiede un certo grado di ragionamento verbale e di ragio-
namento matematico. Chi ha risposto correttamente al quesito 8.1 si accorge
immediatamente che il corridore della corsia 6 (bronzo) € uno che comincia
lentamente (in effetti & il pit lento di tutti), mentre il corridore della corsia 2
(argento) € uno che parte veloce (il piu veloce di tutti), anche se entrambi ar-
rivano con quasi lo stesso tempo finale (solo 0,05 secondi di differenza). Se
solo avesse avuto un tempo di reazione piu breve, il corridore della corsia 6
sarebbe riuscito a guadagnarsi la medaglia d’argento, giacché la differenza fra
il suo tempo di reazione e quello del secondo classificato & assai maggiore
della differenza fra i loro tempi finali.

A causa delle capacita di interpretazione che richiede e della comparazione
fra numeri decimali con diversi gradi di arrotondamento, questo quesito rien-
tra nel raggruppamento delle connessioni.



MATEMATICA: PROVA 9
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A Susanna piace costruire dei solidi usando cubetti £
come quello mostrato nella seguente figura: §
(<%
©
=Y
Cubetto g
o
Susanna ha molti cubetti come questo e usa la colla 3
per unire i cubi tra loro e ottenere altri solidi.
Prima di tutto, Susanna incolla insieme otto cubi in
modo da ottenere il solido mostrato nella figura A:
Figura A
Successivamente, Susanna costruisce i solidi pieni
mostrati nelle figure B e C che seguono:
4
“
1
L/
)/
)
Figura B Figura C

Matematica: esempio 9.1

Di quanti cubetti avrd bisogno Susanna per ottenere il solido mostrato
nella figura B?
Risposta: cubetti.

Punteggio e commenti per 'esempio 9.1

Punteggio pieno
Codice I: risposte che indichino 12 cubetti.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta univoca
Raggruppamento di competenze: riproduzione
Idea chiave: spazio e forma

Situazione: personale
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In ogni banca di item ve ne devono necessariamente essere alcuni veramen-
te facili, accanto ad altri pitu difficili, sulla base dei risultati degli studenti.
Questa domanda & veramente facile: gli studenti possono figurarsi il proble-
ma senza difficolta, avendo probabilmente giocato spesso con cubetti del ge-
nere (Lego, Duplo ecc.) e non c’€ nemmeno bisogno di fare moltiplicazioni
per rispondere correttamente. Nella figura B vedono i sei cubetti davanti e
sanno che ci sono altri sei cubetti dietro. La familiarita del contesto insieme
alla semplicita del problema fanno di questo un tipico quesito del raggrup-
pamento della riproduzione.

Matematica: esempio 9.2

Di quanti cubetti avra bisogno Susanna per ottenere il solido mostrato
nella figura C? Risposta: cubetti.

Punteggio e commenti per I'esempio 9.2

Punteggio pieno
Codice 1: risposte che indichino 27 cubetti.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta univoca
Raggruppamento di competenze: riproduzione
Idea chiave: spazio e forma

Situazione: personale

L'esempio 9.2 differisce dal precedente per il numero dei cubetti, che € un
po’ piu alto (27 invece di 12) ma, da un punto di vista concettuale, si tratta
dello stesso tipo di quesito. Lo studio pilota ha mostrato che gli studenti tro-
vano questa domanda relativamente facile, il che era facilmente prevedibile
viste le competenze di base richieste per risolvere il problema. Gli esperti
dei Paesi partecipanti, inoltre, sono stati concordi nel dire che quesiti di que-
sto tipo si avvicinano molto a quanto svolto nei programmi scolastici.

Matematica: esempio 9.3

Susanna si rende conto che per ottenere un solido come quello mostrato
nella figura C ha utilizzato un numero di cubetti superiore a quello effetti-
vamente necessario. Infatti avrebbe potuto incollare insieme i cubetti in
modo da ottenere un solido come quello della figura C, ma vuoto all'interno.
Qual ¢ il numero minimo di cubetti hecessario per costruire un solido co-
me quello della figura C, ma vuoto all'interno?

Risposta: cubetti.

Punteggio e commenti per I'esempio 9.3

Punteggio pieno
Codice 1: risposte che indichino 26 cubetti.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.



Tipo di quesito: domanda aperta a risposta univoca
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: spazio e forma

Situazione: personale

Nell’esempio 9.2 si immaginava di usare cubetti separati ed era quindi ne-
cessario usarli tutti e 27 per evitare che la struttura crollasse. Potendo perd
usare della colla, & possibile costruire il solido C con un numero di cubetti in-
feriore a 27. Sebbene 26 sia la risposta “ovvia” (& sufficiente eliminare il cu-
betto centrale), questo esempio permette di fare ulteriori osservazioni. Il pro-
blema consiste nel fatto che la domanda non dice esplicitamente che il soli-
do C deve sembrare uguale da qualsiasi direzione lo si guardi: I'osservazione
& pertinente perché, visto che & possibile usare la colla, teoricamente si po-
trebbe levare piu di un cubetto e riprodurre comunque la figura C. D’altra par-
te, pero, I'informazione viene data implicitamente laddove si afferma che il soli-
do deve essere vuoto all'interno. Dal punto di vista della formulazione e del-
I'interpretazione, tuttavia, non si tratta di una domanda ovvia.

Il quesito appartiene al raggruppamento delle connessioni per vari motivi: per-
ché per afferrare i punti essenziali della domanda & necessario un processo
di “matematizzazione”, perché richiede che ci si figuri mentalmente la figura
C con una cavita all'interno, perché necessita di un ragionamento e di un pro-
cedimento logico, perché non esistono una procedura o un algoritmo stan-
dard per risolvere il problema.

Matematica: esempio 9.4

Ora Susanna vuole costruire un solido che sembri pieno e che abbia 6 cu-
betti in lunghezza, 5 cubetti in larghezza e 4 cubetti in altezza. Vuole
utilizzare il minor numero possibile di cubetti, lasciando pit spazio vuoto
possibile all'interno del solido.

Qual ¢ il numero minimo di cubetti che servono a Susanna per costruire
questo solido?

Risposta: cubetti.

Punteggio e commenti per I'esempio 9.4

Punteggio pieno
Codice 1: risposte che indichino 96 cubetti.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta univoca
Raggruppamento di competenze: riflessione

Idea chiave: spazio e forma

Situazione: personale

Nell’esempio 9.4 dobbiamo immaginare (visti i termini in cui & posta la do-
manda) di usare di nuovo la colla. Questa volta il problema &: “Qual & il nu-
mero minimo di cubetti necessario per costruire un solido cavo di 4 x 5 x 6
cubetti?”.
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Come gia osservato, non esiste una procedura euristica standard per risolve-
re il problema. Farsi un'immagine mentale di un cubetto mancante in un so-
lido di 3 x 3 x 3 & tutt’altra cosa. In questo caso, infatti, gli studenti non pos-
sono limitarsi a togliere mentalmente un cubetto, ma devono trovare una
strategia che sia generalizzabile e, dunque, ragionare maggiormente in termi-
ni matematici: ecco perché il quesito rientra nel raggruppamento della rifles-
sione.

Come fanno gli studenti a giungere alla soluzione corretta? Una buona strate-
gia sarebbe quella di cominciare con il numero massimo di cubetti: 6 x 5 x 4
= 120 cubetti in totale. Da qui si pud cominciare a estrarre mentalmente il
maggior numero possibile di cubetti dal centro: visto che ha una lunghezza di
6, se ne possono togliere 4; visto che ha una larghezza di 5, se ne possono to-
gliere 3; visto che ha un’altezza di 4, se ne possono togliere 2. Il totale sara
4 x 3 x 2 che & uguale a 24; di conseguenza, si sottrae 24 ai 120 iniziali e si ot-
tiene 96, che ¢ la risposta giusta. Si tratta di una buona strategia che dimostra
una reale comprensione del problema. In un contesto scolastico, sarebbe in-
teressante chiedere agli studenti di spiegare il loro ragionamento per trarne
spunti didattici utili.

Un’altra strategia possibile & quella di visualizzare le pareti necessarie per il
solido in questione. In questo caso potrebbe essere utile un disegno: per la
parete anteriore sono necessari 5 x 4 cubetti e altrettanti per quella poste-
riore; per ognuna delle pareti laterali non saranno pil necessari 6 x 4 cubet-
ti ma, visto che ci sono gia quelli delle pareti anteriore e posteriore, soltan-
to 4 x 4, mentre, per le pareti superiore e inferiore, considerando le parti gia
coperte, ne basteranno 3 x 4. Sommando il tutto avremo: 5 x 4; 5 x 4; 4 x 4; 4
x 4; 3 x 4; 3 x 4; in totale, 96.

Gli studenti adotteranno sicuramente varie strategie per risolvere questo
problema e, in certi casi, un’indagine come PISA potrebbe essere utilizzata
per scoprire quali strategie gli studenti inventino e usino per risolvere pro-
blemi complessi, peri quali i metodi tradizionali di rappresentazione non so-
no sufficienti.

Ci troviamo di fronte a un problema alquanto impegnativo, che se da un lato
& strettamente matematico, dall’altro richiede competenze e abilita, come la
visualizzazione nello spazio, che sono cruciali per la literacy nell'ambito mate-
matico.



MATEMATICA: PROVA 10
CONCENTRAZIONE DI UN MEDICINALE

Matematica: esempio 10.1

A una donna ricoverata in ospedale viene fatta un'iniezione di penicillina.
L'organismo della donna scompone gradualmente la penicillina in modo che
un'ora dopo l'iniezione solo il 60% della penicillina & ancora attivo.
Questo processo continua: al termine di ogni ora & ancora attivo solo il
60% della penicillina presente alla fine dell'ora precedente.

Supponi che alla donna venga iniettata una dose di penicillina da 300 mil-
ligrammi alle 8.00 del mattino.

Completa questa tabella per mostrare la quantita di penicillina che & atti-
va nel sangue della donna ad intervalli di un'ora dalle 8.00 alle 11.00 del
mattino.

Ore 8.00 ‘ 9.00 ‘ 10.00‘11.00
Penicillina (mg) 300

Punteggio e commenti per I'esempio 10.1
Punteggio pieno

Codice 2: Risposte che abbiano tutti e tre i valori nella tabella che sono stati
inseriti correttamente. Per esempio:

Ore 8.00 {9.00 |10.00 |11.00
Penicillina (mg) 300 |[180 |108 |64.8
0 65

Punteggio parziale
Codice I: risposte che abbiano uno o due valori nella tabella che sono inse-
riti correttamente.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: cambiamento e relazioni

Situazione: scientifica

Il primo esempio potrebbe sembrare piuttosto semplice ma il decadimento
esponenziale, per molti studenti, &€ una faccenda tutt’altro che banale. 1l 60%
del 60% del 60% potrebbe sembrare una semplice regola, ma i risultati otte-
nuti in quesiti di questo genere mostrano che non € cosi. Infatti, sebbene le
percentuali siano trattate in modo abbastanza esauriente nella scuola prima-
ria, spesso gli studenti non sono preparati ad attivare le loro conoscenze in
una situazione differente. Identificare I'informazione matematica pertinente
significa comprendere la percentuale o il decadimento esponenziale (non
necessariamente comprendere le operazioni matematiche come tali, ma il
concetto), individuare il valore di partenza (300) e applicare ripetutamente il
procedimento.
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E interessante notare quanti studenti dello studio pilota (50%) non siano sta-
ti in grado di rispondere correttamente. Un simile dato € assai rilevante per
giudicare la qualita e/o I'efficacia del processo di insegnamento/apprendi-
mento.

Matematica: esempio 10.2

Pietro deve assumere 80 mg di una medicina per regolare la sua pressio-
ne sanguigna. Il seguente grafico mostra la quantita iniziale di medicina-
le e la quantita che & ancora attiva hel sangue di Pietro dopo uno, due, tre
e quattro giorni.

Quantita di medicinale attivo (mg)

B\
A

\hh""""ﬂ

0 1 2 3 4 5

Tempo (giorni) dopo I’assunzione del medicinale

Quale quantita di medicinale & ancora attiva al termine del primo giorno?
A. 6 mg

B. 12 mg

C. 26 mg

D. 32 mg

Punteggio e commenti per I'esempio 10.2

Punteggio pieno
Codice 1: risposta D: 32 mg.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.



Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: riproduzione
Idea chiave: cambiamento e relazioni
Situazione: scientifica

L'esempio 10.2 & piu facile del precedente e non richiede altro che di legge-
re un grafico, il che porta a concludere che si tratta di un quesito che richiede
le competenze del raggruppamento della riproduzione. 11 quesito, tuttavia, &
presentato in un contesto piuttosto inusuale e richiede una certa dose di in-
terpretazione.

Matematica: esempio 10.3

Il grafico della domanda precedente permette di ricavare che ogni gior-
no resta pressappoco costante il rapporto tra la quantita di medicinale ri-
masto attivo nel sangue di Pietro e la quantita di medicinale attivo il gior-
no precedente.

Tra le seguenti percentuali, quale corrisponde approssimativamente alla
percentuale di medicinale che resta attivo alla fine di ogni giorno rispet-
to alla quantita del giorno precedente?

A. 20%

B. 30%

C. 40%

D. 80%

Punteggio e commenti per I'esempio 10.3

Punteggio pieno
Codice 1: risposta C: 40%.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: cambiamento e relazioni
Situazione: scientifica

L'esempio 10.3 fa riferimento al grafico del quesito precedente. Qui la do-
manda € “Qual e il tasso di diminuzione?” in questa particolare situazione.
Presentare il problema attraverso una domanda a scelta multipla consente
agli studenti di fare un’ipotesi plausibile, dal momento che conoscono il va-
lore di partenza (80 mg) e quello successivo (32 mg se hanno risposto corret-
tamente al quesito 10.2, o circa 30 mg se ignorano il quesito precedente e
vanno direttamente al grafico), e 3/8 & un valore che si avvicina molto al 40%.
L'interpretazione richiesta dal quesito lo pone nel raggruppamento delle con-
nessioni.
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MATEMATICA: PROVA 11
EDIFICIO A SPIRALE

Nell'architettura moderna, gli edifici hanno spesso forme insolite.
La figura che segue mostra un modello fatto al computer di un “edi-
ficio a spirale” e una pianta del piano terra.

I punti cardinali mostrano l'orientamento dell'edificio.

Al piano terra dell'edificio si trovano l'ingresso principale e uno spazio
per i negozi. Sopra al piano terra ci sono 20 piani di appartamenti.

La pianta di ciascun piano & simile alla pianta del piano terra, ma ognuna
ha un orientamento leggermente diverso rispetto al piano inferiore. Il
cilindro contiene il vano dell'ascensore e un pianerottolo ad ogni piano.

Matematica: esempio 11.1

Stima l'altezza totale dell'edificio, in metri. Spiega come sei arrivato al-
la tua risposta.

Punteggio e commenti per 'esempio 11.1

Punteggio pieno
Codice 2: risposte da 50 a 90 metri, accompagnate da una spiegazione corret-
ta. Ad esempio:
* Un piano dell’edificio ha un’altezza di circa 2,5 m. C'e dello spa-
zio in pili tra i piani. Quindi una stima € 21 x 3 = 63 m.
* Si prevedono 4 mi per ogni piano, per cui 20 di questi fanno 80
m, pitt 10 m per il piano terra, otteniamo 90 m.

Punteggio parziale
Codice 1: risposte che presentano metodo di calcolo e spiegazione corretti,
ma considerano 20 piani anziché 21. Ad esempio:
* QOgni appartamento potrebbe essere alto 3,5 m; 20 piani di 3,5 m
fanno un’altezza totale di 70 m.




Nessun punteggio

Codice 0: altre risposte, comprese risposte prive di spiegazione, risposte con
un numero di piani errato e risposte con stime poco plausibili del-
'altezza di ciascun piano (4 m dovrebbe essere il limite superiore).
Ad esempio:
* Ciascun piano & alto circa 5 m, quindi 5 x 21 & uguale a 105 m.
e 60m.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: spazio e forma

Situazione: pubblica
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I quesiti di questa prova richiedono una certa dose di immaginazione e di in-
tuito, in particolare nell’ambito della visualizzazione dello spazio, in un con-
testo pubblico con elementi familiari, ma che a molti pud apparire nuovo. Il
primo quesito richiede agli studenti di fare una stima ragionevole per quan-
to riguarda I'altezza dei singoli piani di un edificio, prendendo in considera-
zione sia l'altezza “visibile” delle stanze di ciascun piano, sia lo spazio ne-
cessario fra un piano e l'altro. Gli studenti, dunque, devono svolgere un ele-
mentare processo di modellizzazione e tradurre una rappresentazione visiva
in una numerica. Tali competenze rientrano nel raggruppamento delle connes-
sioni.

Nello studio pilota, molti studenti si sono dimostrati in grado di risolvere il
problema, con un lieve vantaggio dei maschi. Tuttavia, il quesito ha avuto un
alto tasso di omissioni, a indicazione del fatto che molti studenti non hanno
voluto o non hanno saputo servirsi della propria immaginazione nella manie-
ra richiesta.

Matematica: esempio 11.2

Le figure che seguono sono vedute laterali dell'edificio a spirale.

Veduta laterale 1 Veduta laterale 2

Da che direzione é stata presa la veduta laterale 1?
A. Da Nord.

B. Da Ovest.

C. Da Est.

D. Da Sud.
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Punteggio e commenti per I'esempio 11.2

Punteggio pieno
Codice 1: risposta C. Da Est.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: spazio e forma

Situazione: pubblica

L'esempio 11.2 chiede agli studenti di paragonare mentalmente diverse rap-
presentazioni di un edificio e di scegliere fra varie alternative che potrebbe-
ro descrivere la relazione esistente fra tali rappresentazioni. Dato il ragiona-
mento di tipo spaziale che questo quesito richiede esso rientra nel raggrup-
pamento delle connessioni.

Il quesito é risultato considerevolmente pil facile del precedente, ma ha mo-
strato di avere qualitd psicometriche insufficienti in diversi Paesi. E possibile
che la qualita del grafico usato nello studio pilota non fosse adeguata, data
I'importanza che I'aspetto visivo aveva in questo quesito.

Matematica: esempio 11.3

Da che direzione & stata presa la veduta laterale 2?
A. Da Nord-Ovest.

B. Da Nord-Est.

C. Da Sud-Ovest.

D. Da Sud-Est.

Punteggio e commenti per l'esempio 11.3

Punteggio pieno
Codice 1: risposta D. Da Sud-Est.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: spazio e forma

Situazione: pubblica

L'esempio 11.3 & molto simile al precedente. E interessante notare i diversi
suggerimenti visivi forniti dalle due “vedute laterali” usate nei quesiti 11.2 e
11.3. 1l quesito 11.3 & risultato un po’ piu difficile dell'l11.2, forse a causa delle
ombre poco marcate nella figura e per il grado di interpretazione che richiede.



Matematica: esempio 11.4

Ciascun piano di appartamenti presenta una certa “torsione” rispetto al
piano terra. L'ultimo piano (il 20° sopra il piano terra) & ad angolo retto
rispetto al piano terra.

Il disegno che segue rappresenta il piano terra.

Su questo disegno traccia la pianta del 10° piano, mostrando come questo
piano e situato rispetto al piano terra.

Punteggio e commenti per I'esempio 11.4

Punteggio pieno

Codice 2: risposte che presentano un disegno corretto, che indica il corretto
centro di rotazione e una rotazione antioraria. Sono accettabili an-
goli compresi fra i 40° e i 50°.

Punteggio parziale
Codice I: risposte che presentino I'angolo di rotazione o il centro di rotazio-
ne o il verso di rotazione errato.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: connessioni

Idea chiave: spazio e forma

Situazione: pubblica

L'ultimo esempio chiede agli studenti di immaginare I'effetto cumulativo di
un fenomeno di torsione moltiplicato per un certo numero di volte e di co-
struire una rappresentazione grafica del decimo piano. Ancora una volta, il ra-
gionamento di tipo spaziale pone il quesito nel raggruppamento di compe-
tenze delle connessioni.

Questo item & relativamente difficile e ha anche esso avuto un alto tasso di
omissioni nello studio pilota. Sembrerebbe che, per molti quindicenni, que-
sto tipo di costruzione geometrica risulti alquanto ostica.
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MATEMATICA: PROVA 12
CONCERTO ROCK

Matematica: esempio 12.1

In occasione di un concerto rock, & stato riservato per gli spettatori un
campo rettangolare di 100 m per 50 m. Il concerto ha registrato il tutto
esaurito e il campo era pieno di fans, tutti in piedi.

Fra i seguenti numeri, quale fornisce la stima pit attendibile del humero
totale di spettatori?

A. 2.000

B. 5.000

C. 20.000

D. 50.000

E. 100.000

Punteggio e commenti per I'esempio 12.1

Punteggio pieno
Codice 1: risposta C. 20.000.

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda a scelta multipla
Raggruppamento di competenze: connessioni
Idea chiave: quantita

Situazione: pubblica

Il quadro di riferimento per la matematica sottolinea I'importanza della capa-
cita di fare stime in quanto parte del bagaglio di strumenti quantitativi del cit-
tadino competente dal punto di vista matematico. Questo quesito viene pre-
sentato in un contesto che dovrebbe essere familiare a molti studenti quin-
dicenni. Tuttavia, richiede che gli studenti, dopo avere interpretato i termini
del problema, assumano un ruolo attivo facendo supposizioni su quanto spa-
zio, in media, possa occupare una persona in piedi in mezzo alla folla. 1l tipo
di problema, e il ragionamento matematico che esso implica, pongono il que-
sito nel raggruppamento delle connessioni.

Vengono fornite cinque alternative, percio gli studenti devono soltanto sce-
gliere la migliore. L'alternativa A (2.000) presuppone che le persone occupi-
no in media 2,5 metri quadrati, il che & poco plausibile in un concerto affolla-
to. L'alternativa E (100.000) presuppone che vi sia una media di 20 persone
per metro quadrato, il che & pressocché impossibile e certamente non reali-
stico. Gli studenti, dunque, si trovano a scegliere fra tre densita intermedie:
1,4 o 10 persone al metro quadrato. Qual € la pil realistica date le circostan-
zee descritte (biglietti esauriti e tutti i fan in piedi sul prato)? Nello studio pi-
lota, circa il 30% degli studenti ha scelto l'alternativa intermedia piu ragione-
vole: C (20.000).



MATEMATICA: PROVA 13
TAPIS ROULANTS

Matematica: esempio 13.1

A destra trovi la fotografia di due tapis rou-
lants. Il grafico Distanza-Tempo che segue
permette di confrontare tra il "camminare sul | _
tapis roulant " e il “camminare a terra accanto [§

al tapis roulant " di due persone.

Distanza dal punto di
partenza del tapis
roulant

A
Persona che cammina sul tapis
roulant

Persona che cammina a terra

p Tempo

Supponi che, nel grafico qui sopra, le due persone camminino pit o meno
alla stessa velocitd. Aggiungi alla figura la linea Distanza-Tempo di una
persona ferma sul tapis roulant.

Punteggio e commenti per I'esempio 13.1

Punteggio pieno

Codice 1: risposte che mostrino una linea al di sotto delle due linee, purché
sia piu vicina alla linea di “Persona che cammina a terra” che non al-
I'asse del tempo.

Distanza dal punto di
partenza del tapis
roulant

A
Persona che cammina sul tapis

roulant

Persona che cammina a terra
__--- Persona che sta ferma sul tapis roulant

p Tempo

Nessun punteggio
Codice 0: altre risposte.

Tipo di quesito: domanda aperta a risposta articolata
Raggruppamento di competenze: riflessione

Idea chiave: cambiamento e relazioni

Situazione: scientifica
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Lo stimolo, in questo problema, € la rappresentazione di un oggetto che s'’in-
contra spesso nei luoghi pubblici, e ricorda anche fenomeni simili che posso-
no essere familiari a un quindicenne, come camminare accanto a una scala
mobile, oppure correre giu per le scale accanto a un ascensore in movimen-
to. Tuttavia la natura della domanda fa si che la situazione del quesito sia
“scientifica”.

Gli studenti sono chiamati a misurarsi con una rappresentazione matematica
del fenomeno descritto e devono far ricorso a una buona dose di immagina-
zione e di intuito per comprendere la rappresentazione stessa. Oltre a cio,
per risolvere il problema e delineare una risposta adeguata € necessario un
ragionamento matematico piuttosto sofisticato. Tali competenze sono tipiche
del raggruppamento della riflessione.

I dati dello studio pilota, con circa il 15% di risposte corrette, indicano che si
tratta di un quesito alquanto difficile.



SVILUPPO DELLE IDEE CHIAVE
Quantita
Descrizione

Per organizzare il mondo in cui viviamo abbiamo chiaramente bisogno di

[T

quantificare, di stabilire che cosa & “grande” e che cosa & “piccolo”, “alto” o
“basso”, “poco” o “molto”, “pit” o0 “meno”. Noi riconosciamo dei modelli nel-
la realta che ci circonda nel momento in cui li quantifichiamo: noi chiamiamo
“cinquina” cio che una serie di cinque mele, di cinque persone, di cinque au-
tomobili o di cinque quesiti hanno in comune. I numeri 1, 2, 3... costituisco-
no un modo di impadronirsi e descrivere questi modelli. | numeri forniscono
un punto di partenza per le attivita di calcolo e una fonte per la ricerca di mo-

delli pit complessi come pari e dispari.

Tuttavia, per i bambini, i numeri non sono il primo modo di rapportarsi alla
realta. I bambini possono riconoscere in modo qualitativo cid che & “piccolo”
e “grande” senza associarlo a numeri, sia che si tratti di oggetti di diversa
grandezza (come un biscotto grande rispetto a uno piccolo), sia che si tratti di
un gruppo di oggetti (come tre oggetti rispetto a sette).

Quando si misura una grandezza, ci rendiamo conto di un ulteriore uso dei
numeri che € molto importante nella vita di tutti i giorni. La lunghezza, I'area,
il volume, l'altezza, la velocita, la massa, la pressione atmosferica, il valore del
denaro sono tutte misure utilizzate per quantificare.

Il ragionamento quantitativo € un aspetto importante quando si ha a che fare
con le quantita. Esso comprende:

= il significato di numero;

= la comprensione del significato delle operazioni;

= J'idea dell’'ordine di grandezza dei numeri;

= i calcoli eleganti;

= il calcolo mentale;

= Je stime.

La comprensione del “significato delle operazioni” include la capacita di ef-
fettuare operazioni che comportano comparazioni, rapporti e percentuali. Il
“significato di numero” riguarda le dimensioni relative, le diverse rappresen-
tazioni dei numeri, le forme equivalenti dei numeri e I'uso della comprensio-
ne di questi aspetti per descrivere gli attributi della realta.

La Quantita implica anche “I'avere un’idea” delle grandezze e delle stime. Per
essere in grado di verificare la ragionevolezza di risultati numerici occorre
avere un’ampia conoscenza delle quantita (cioeé delle misure) nel mondo rea-
le. La velocita massima di un’automobile &€ 5, 50 o0 500 km/h? La popolazione
mondiale € 6 milioni, 600 milioni, 6 miliardi o 60 miliardi? Quanto € alta una
torre? Quanto & largo un fiume? E molto importante saper effettuare rapida-
mente stime approssimative dell’ordine di grandezza, soprattutto visto il
sempre maggior uso di strumenti elettronici di calcolo. Occorre essere capaci
di dire che 33 x 613 fa circa 20.000: per raggiungere tale abilita non serve al-
lenarsi a lungo a eseguire mentalmente i tradizionali algoritmi scritti, ma oc-
corre saper applicare in modo flessibile e intelligente il sistema posizionale
delle cifre e I'aritmetica a una cifra (Fey, 1990).
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Usando in modo adeguato il significato di numero, gli studenti possono risol-
vere problemi che richiedono un ragionamento diretto, inverso e associato
con la proporzionalita; sono in grado di calcolare i tassi di cambiamento e di
spiegare le ragioni alla base della selezione di dati e del livello di precisione
richiesto dalle operazioni e dai modelli che usano; possono esaminare algo-
ritmi alternativi, dimostrando perché funzionino o in quali casi falliscano; pos-
sono sviluppare modelli che implicano operazioni e relazioni tra operazioni
per risolvere problemi che riguardano dati del mondo reale e relazioni nu-
meriche che richiedono operazioni e confronti (Dossey, 1997).

Nell'idea chiave Quantita € compreso anche il ragionamento quantitativo “ele-
gante”, come quello usato da Gauss e illustrato nell’esempio riportato sotto.
Al livello scolastico dei quindicenni, bisognerebbe dare valore alla creativita
e al ragionamento concettuale.

ESEMPI

Gauss

L'insegnante di Karl Friedrich Gauss (1777-1855) domando alla classe di ad-
dizionare tutti i numeri dall’l al 100. Forse il suo scopo era quello di tenere
gli studenti occupati per un po’ di tempo, ma Gauss, che era bravissimo nel
ragionamento quantitativo, trovd una scorciatoria per arrivare alla soluzione.

Il suo ragionamento fu il seguente:

Si scrive due volte la somma, una volta in ordine crescente e una volta in ordine de-
crescente, in questo modo:

T+2+34+ +98 +99 + 100

1004+99 +98+ ...l +3+2+1

Ora si addizionano le due somme, colonna per colonna, per ottenere:

101 + 101 + ..ol 101 + 101

Poiché il numero 101 si ripete esattamente 100 volte, il risultato di questa somma é
100 x 101 = 10.100.

Poiché questo valore & doppio rispetto alla somma originaria richiesta, per ottenere la
risposta corretta bisogna dividere il risultato a metd: 5.050.

Numeri triangolari

Questo esempio di ragionamento quantitativo sulle serie di numeri puo es-
sere sviluppato ulteriormente per dimostrare il legame con la rappresenta-
zione geometrica di tali serie giungendo alla formula che fornisce la regola ge-
nerale del problema di Gauss:

l+2+3+...+n=nn+1)2

Questa formula si collega anche a un modello geometrico ben conosciuto: i
numeri nella forma n (n + 1) / 2 sono chiamati numeri triangolari, perché sono



esattamente i numeri che si possono ottenere disponendo alcune palle in un
triangolo equilatero.

Nella Figura 1.5 vengono illustrati i primi cinque numeri triangolari:

Figura 1.5 ¢ Primi cinque numeri triangolari

.\ooooo

e ..\oooo

% o0 o0 e 000

@ ¢ @ oo o000 00

® @0 o000 o000 ooooo\o
;_‘—‘\r—-—-——‘—
n + 1

1l ragionamento con le proporzioni

Sara interessante vedere come studenti di diversi Paesi risolvono problemi
che si prestano all'uso di diverse strategie. E probabile che vi siano differen-
ze soprattutto nell’area del ragionamento attraverso le proporzioni. Ed & pre-
sumibile che in alcuni Paesi si ricorrera principalmente a un’unica strategia
per ciascun item, mentre in altri Paesi verranno usate diverse strategie e si os-
serveranno ragionamenti analoghi nella soluzione di problemi che non sem-
brano analoghi. Cio € in accordo con i recenti risultati emersi dallo studio dei
dati del TIMSS (Mitchell, J. et al., 2000). I tre quesiti sotto riportati illustrano
quanto detto in precedenza circa il ricorso a diverse strategie e le relazioni tra
queste ultime:

1. Stasera dai una festa. Vuoi acquistare 100 lattine di bibite. Quante confezioni da
6 lattine devi acquistare?

2. Un deltaplano con un rapporto di planata di 1 a 22 parte da una rupe a 120 me-
tri di altezza. 1l pilota vuole arrivare a un punto che si trova a una distanza di 1400
metri. Riuscira a raggiungere quel punto (in condizioni di assenza di vento)?

3. Una scuola vuole affittare alcuni pulmini (da 8 posti ciascuno) per andare a un
campo scuola con 98 alunni. Di quanti pulmini ha bisogno la scuola?

Il primo problema pud essere visto come un problema che implica una divi-
sione (100: 6 = __) che lascia successivamente lo studente con un problema
di interpretazione che lo riporta al contesto (come intendere le lattine avan-
zate?). Il secondo problema puo essere risolto con una proporzione (per ogni
metro di altezza posso volare per una distanza di 22 metri, quindi se si co-
mincia da 120 metri...). Il terzo problema puo essere risolto da molti studen-
ti come un problema che implica una divisione. Tuttavia, tutti e tre i proble-
mi possono essere risolti con il metodo della tabella dei rapporti.

Bottiglie: 1 10 5 15 2 17
6 60 30 90 12 102
Volo: | 100 20 120
22 2.200 440 2.640
Pulmini: 1 10 2 13
8 80 16 104
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Saper cogliere queste somiglianze & un’abilita che rientra tra le competenze
matematiche: gli studenti competenti da un punto di vista matematico non
hanno bisogno di cercare I'unico strumento o algoritmo valido ed appropria-
to, ma hanno a loro disposizione un’ampia gamma di strategie tra cui posso-
no scegliere.

Percentuali

Carlo € andato a comprare una giacca che costava normalmente 50 zed ed era
in saldo con uno sconto del 20%. In Zedlandia c’'€ una tassa di vendita del 5%.
Il commesso prima ha aggiunto la tassa del 5% al prezzo della giacca e ha tol-
to il 20%. Carlo ha protestato: egli voleva che il commesso prima effettuasse
lo sconto del 20% e poi calcolasse la tassa del 5%.

C'e differenza tra i due prezzi finali?

Quando si fanno acquisti si incontrano spesso problemi che richiedono que-
sto tipo di ragionamento quantitativo e i corrispondenti calcoli mentali. La ca-
pacita di affrontare efficacemente questo tipo di problemi & essenziale nel-
|'ottica delle competenze matematiche funzionali.

Spazio e forma
DESCRIZIONE

Nella matematica, la forma € un aspetto fondamentale, crescente e affasci-
nante, con forti legami con la geometria tradizionale ma che va ben oltre que-
st’'ultima per contenuto, significato e metodo. L'interazione con le forme del-
la realta implica la comprensione del mondo visibile attorno a noi, la sua de-
scrizione e la codifica e decodifica delle informazioni visive. Si tratta, inoltre,
di interpretare informazioni visive. Per poter comprendere il concetto di for-
ma, gli studenti devono essere in grado di trovare somiglianze e differenze tra
gli oggetti, di analizzare le diverse componenti di un oggetto e di riconosce-
re le forme in diverse dimensioni e rappresentazioni.

E importante non limitarsi a considerare le forme come entita statiche. Una
forma si puo trasformare come entita e le forme possono essere modificate. A
volte questi cambiamenti possono essere visualizzati con grande eleganza at-
traverso la tecnologia del computer. Gli studenti dovrebbero essere in grado
di riconoscere strutture (patterns) e regolarita nelle forme che cambiano. La
Figura 1.6 nel prossimo paragrafo mostra un esempio.

Un altro importante aspetto dinamico nello studio delle forme & la loro posi-
zione reciproca rispetto alla posizione di un osservatore. Per arrivare a cid oc-
corre non solo capire il concetto di posizione relativa degli oggetti, ma anche
considerare come vediamo gli oggetti e perché li vediamo in quel modo. In
questo caso, giocano un ruolo fondamentale la relazione tra forme o immagi-
ni e le loro rappresentazioni sia a due che a tre dimensioni.

Vi sono molti esempi che richiedono questo tipo di ragionamento: identifica-
re e collegare la fotografia di una citta con una carta topografica e indicare da
quale punto & stata presa la fotografia; la capacita di disegnare una cartina;
capire perché un edificio piu vicino sembra piu grande di uno piti lontano; ca-
pire perché sembra che i binari della ferrovia si incontrino all'orizzonte. Que-



sti sono tutti problemi rilevanti per gli studenti, che rientrano in questa idea
chiave.

Dal momento che gli studenti vivono in uno spazio tridimensionale, dovreb-
bero essere abituati a vedere gli oggetti da tre punti di vista tra loro ortogo-
nali (per esempio da davanti, di lato e dall’alto). Dovrebbero rendersi conto
dell’efficacia e dei limiti di diverse rappresentazioni delle forme tridimensio-
nali, come mostrato nell’esempio della Figura 15. Essi devono capire non so-
lo la posizione relativa degli oggetti, ma anche come muoversi nello spazio e
attraverso costruzioni e forme. Un esempio di cio € leggere ed interpretare
una carta topografica e formulare le istruzioni per andare da un punto A a un
punto B, usando le coordinate, il linguaggio comune o un disegno.

La comprensione del concetto di forma comprende anche la capacita di pren-
dere un oggetto tridimensionale e costruire il suo sviluppo bi-dimensionale
e viceversa, anche quando l'oggetto tridimensionale si presenta in due di-
mensioni. La Figura 1.8 presenta un esempio.

Concludendo gli aspetti fondamentali di spazio e forma sono:

= il riconoscimento di forme e strutture (patterns);

= la descrizione, la codifica e la decodifica di informazioni visive;
= ]a comprensione dei cambiamenti dinamici delle forme;

» somiglianze e differenze;

» posizioni relative;

* rappresentazioni bi- e tri-dimensionali e loro interrelazioni;

= il movimento nello spazio.

ESEMPI
La Figura 1.6 mostra un singolo esempio della flessibilita richiesta quando si

osservano forme mentre cambiano. Esso si basa su un cubo che viene sezio-
nato (cioe, tagliato lungo dei piani). Si possono fare diverse domande, quali:

Quali forme possono essere prodotte da un piano che taglia un cubo?
Quante facce, spigoli e vertici si formano quando il cubo viene sezionato in
questo modo?

Figura 1.6 « Un cubo, sezionato secondo diversi piani

Vengono illustrati tre esempi che riguardano I'importanza di avere dimesti-
chezza con le rappresentazioni di forme tridimensionali. Nel primo esempio,
presentato nella Figura 1.7, si vede di fronte e di lato un oggetto costruito con
alcuni cubi. La domanda é:
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Quanti cubi sono stati usati per costruire questo oggetto?

Figura 1.7 » Oggetto costruito con cubi visto di lato e di fronte

Visto di lato Visto di fronte

Puo essere sorprendente, per gli studenti come per gli insegnanti, che il mas-
simo numero di cubi sia 20 e il minimo 6 (de Lange, 1995).

L’esempio successivo mostra una rappresentazione bi-dimensionale di un ca-
pannone e il suo sviluppo incompleto. Il problema & di completare lo svilup-
po del capannone.

Figura 1.8 » Rappresentazione bi-dimensionale di un capannone
tri-dimensionale e il suo sviluppo (incompleto)

N

Nella Figura 1.9 si riporta 'ultimo esempio, simile al precedente (adattato da
Hershkovitz et al., 1996).

Figura 1.9 » Cubo con il fondo nero

e B

La meta inferiore del cubo & stata dipinta di nero. In ciascuno dei quattro svi-
luppi, la faccia inferiore & gia nera. Agli studenti si potrebbe chiedere di ter-
minare ciascuno sviluppo colorando di nero le facce che ancora devono esse-
re colorate.




Cambiamento e relazioni
DESCRIZIONE
Stuart (1990) afferma che, per cogliere i modelli di cambiamento, occorre:

* rappresentare i cambiamenti in una forma comprensibile;

= comprendere i tipi fondamentali di cambiamento;

= riconoscere particolari tipi di cambiamento quando si verificano;
= applicare queste tecniche al mondo circostante;

= controllare a nostro vantaggio un universo in cambiamento.

Cambiamento e relazioni possono essere rappresentate in diversi modi: numeri-
camente (ad esempio sotto foma di tabella), per mezzo di simboli o di grafi-
ci. Saper passare da un tipo di rappresentazione a un altro € estremamente
importante, come anche riconoscere I'importanza delle relazioni fondamen-
tali e i tipi di cambiamento. Gli studenti dovrebbero conoscere i concetti di
crescita lineare (processo additivo), esponenziale (processo moltiplicativo),
periodica e, almeno superficialmente, quello di crescita logistica, come un ca-
so particolare della crescita esponenziale.

Gli studenti dovrebbero anche cogliere le relazioni tra questi modelli, cioe le
principali differenze tra processi lineari ed esponenziali, il fatto che la cresci-
ta percentuale € uguale alla crescita esponenziale, come si verifica la crescita
logistica e perché, sia con variabili discrete che continue.

I cambiamenti avvengono in un sistema di oggetti o di fenomeni interrelati
dove gli elementi si influenzano a vicenda. Negli esempi citati nel sommario,
tutti i fenomeni cambiano nel tempo. Ci sono perd molti esempi tratti dalla
vita reale in cui gli oggetti sono collegati tra loro in diversi modi. Ad esempio:

Se la corda di una chitarra viene divisa a meta, la nuova tonalita & un’ottava
pil alta rispetto a quella originaria. Quindi la tonalita dipende dalla lunghez-
za della corda.

Quando si deposita del denaro su un conto bancario, si sa che il saldo del
conto dipende dall’entita, dalla frequenza e dal numero di depositi e di pre-
lievi che si effettuano e dal tasso di interesse.

Le relazioni conducono alla dipendenza, cioe al fatto che le proprieta ed i
cambiamenti di determinati oggetti matematici possono dipendere od esse-
re influenzati dalle proprieta e dai cambiamenti di altri oggetti matematici. Le
relazioni matematiche spesso prendono la forma di equazioni o disegua-
glianze, ma vi possono anche essere relazioni di natura piu generale.

1l cambiamento e le relazioni richiedono che si pensi in termini funzionali. Per i
quindicenni, questo vuol dire che essi devono sapere, tra il resto, cosa sono
il tasso di cambiamento, i gradienti e la pendenza (sebbene non necessaria-
mente in modo esplicito), e la dipendenza di una variabile da un’altra. Essi
dovrebbero essere in grado di giudicare, anche in modo relativo, quanto ve-
locemente certi processi si verificano.
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Questa idea chiave si collega strettamente ad aspetti di altre idee chiave. Lo
studio dei modelli presenti nei numeri pud portare a relazioni interessanti
come ad esempio lo studio dei numeri di Fibonacci e il rapporto aureo. Que-
st’'ultimo & un concetto che si incontra anche nella geometria. Molti altri
esempi di cambiamento e relazioni si possono trovare in spazio e forma: la crescita
di un’area in relazione alla crescita del perimetro o del diametro. Anche la
geometria euclidea si presta allo studio delle relazioni come, ad esempio, la
ben nota relazione tra i tre lati di un triangolo. Se si conosce la misura di due
lati, il terzo non pud essere determinato, ma si conosce l'intervallo nel quale
si collocano le possibili misure: gli estremi dell'intervallo sono rispettiva-
mente il valore assoluto della differenza e della somma degli altri due lati.
Molte altre relazioni analoghe esistono per i vari elementi di un triangolo.

L'incertezza si presta a vari problemi che possono essere considerati nell otti-
ca del cambiamento e delle relazioni. Se due dadi non truccati vengono get-
tati e uno di loro segna quattro, qual € la probabilita che la loro somma sia su-
periore a sette? La risposta (50%) si basa sulla dipendedenza della probabi-
lita da un insieme di eventi favorevoli. La probabilita richiesta & il rapporto
tra tutti questi eventi e tutti i possibili eventi, cioé una dipendenza.

ESeEMPI

Una gita scolastica

Una classe vuole affittare un pullman per una gita e ha contattato tre ditte per
informarsi sui prezzi.

La Ditta A richiede 375 zed come tariffa iniziale piu 0,5 zed per chilometro
percorso. La Ditta B richiede 250 zed come tariffa iniziale piu 0,75 zed per chi-
lometro percorso. La Ditta C fa pagare una tariffa fissa di 350 zed che com-
prende i primi 200 chilometri percorsi e in piti 1,02 zed per ogni chilometro
oltre ai 200 km.

Quale ditta dovrebbe scegliere la classe tenendo conto che nella gita si per-
corre una distanza compresa tra i 400 ed i 600 km circa?

A parte gli elementi fittizi del contesto, questo problema potrebbe veramen-
te presentarsi. La sua soluzione richiede la formulazione e I'attivazione di
molte relazioni funzionali, sia equazioni che disequazioni. Esso puo essere af-
frontato sia con un metodo grafico sia con uno algebrico o con la combinazio-
ne di entrambi. Il fatto che non sia nota 'esatta distanza totale che viene per-
corsa nella gita introduce anche un nesso con l'idea chiave dell'lncertezza.

Nella Figura 1.10 viene mostrata una rappresentazione grafica del problema.



Figura 1.10 » Prezzi richiesti da tre ditte di pullman per la gita

Prezzo richiesto (zed)

300

| Distanza (km)
400 600

La crescita delle cellule

Alcuni ricercatori stanno controllando la crescita di alcune cellule. Essi sono
particolarmente interessati al giorno in cui il conteggio arrivera a 60.000 per-
ché in quel momento devono cominciare un esperimento. La tabella dei ri-
sultati € la seguente:

Tempo (giorni) 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Numero di cellule 597 893 1339 1995 2976 2976 14719 21 956 32 763

Quando le cellule raggiungeranno il numero 60.000?

Preda e predatore

Il seguente grafico mostra la crescita di due organismi viventi: il Paramecio e
il Saccaromiceto:

Paramecio Modello Preda-Predatore

200

N; °

NAUENY RS \;>
SV AN A

Saccaromiceto

Numero di individui: in 0,2 g di acqua ——»
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Uno dei due animali (il predatore) mangia I'altro (la preda). Guardando il gra-
fico, puoi stabilire quale dei due animali & la preda e quale il predatore?

Una delle proprieta del fenomeno preda-predatore & la seguente: il tasso di
crescita & proporzionale al numero di prede disponibili. I grafici sopra ripor-
tati dimostrano questa proprieta?

Incertezza
DESCRIZIONE

La scienza e la tecnologia raramente hanno a che fare con la certezza. Le
scienze hanno il compito di cercare di scoprire come funziona il mondo e, nel-
la misura in cui esse riescono a fare ci0, cresce la nostra capacita di descrive-
re con una certa sicurezza quanto € accaduto nel passato e di predire con ac-
curatezza quanto potra accadere nel futuro. Ma la conoscenza scientifica & ra-
ramente, se non addirittura mai, assoluta, per non parlare delle volte in cui &
errata, e quindi vi &€ sempre un certo grado di incertezza anche nelle previ-
sioni piu scientifiche.

Le raccomandazioni circa il posto da assegnare ai dati, alla statistica e alla
probabilita nei programmi scolastici mettono in evidenza il ruolo dell’anali-
si dei dati. Da ci0 risulta che & facile considerare la competenza statistica in
particolare come una serie di abilita specifiche. David S. Moore ha sottoli-
neato che I'idea chiave incertezza riguarda davvero quasi tutto. La definizione
del PISA si basa sulle sue idee presentate in On the Shoulders of Giants (Steen,
1990), e su quelle di James Rutherford presentate in Why Numbers Count
(Steen, 1997).

La capacita di affrontare in modo intelligente la variazione e l'incertezza € lo
scopo dell'insegnamento che riguarda i dati e il caso. La variazione &€ un con-
cetto difficile da trattare: i bambini che cominciano il loro percorso scolastico
con la conoscenza dell’ortografia e con la moltiplicazione si aspettano che il
mondo sia deterministico; rapidamente essi imparano che c¢’'€ una risposta
giusta e che le altre sono errate, per lo meno quando le risposte sono di tipo
numerico. La variazione & inaspettata e scomoda. La statistica apporta qual-
cosa di unico e di importante all'insegnamento della matematica: il ragiona-
mento a partire da dati empirici incerti. Questo tipo di ragionamento statisti-
co dovrebbe far parte del bagaglio intellettuale di ogni cittadino intelligente.
Gli elementi principali sono:

= J'onnipresenza della variazione nei processi;

= la necessita di dati che riguardano i processi;

= la progettazione di una produzione di dati che tenga conto della variazio-
ne;

= la quantificazione della variazione;

= la spiegazione della variazione.

I dati non sono semplicemente numeri, ma sono numeri in un contesto. Quin-
di & necessario conoscere il contesto dei dati per poterli comprendere e in-

terpretare, piuttosto che effettuare semplicemente operazioni aritmetiche. La
statistica, nei primi anni di scuola, non viene insegnata tanto per l'interesse



che riveste in sé, ma in quanto € un modo efficace per sviluppare una com-
prensione e un ragionamento quantitativi e per applicare I'aritmetica e la co-
struzione di grafici alla risoluzione di problemi.

Non & un compito facile raccogliere dati precisi su problemi importanti. Per
I'indagine OCSE/PISA i dati devono essere interessanti, pertinenti, realistici e
dotati di significato per gli studenti.

I dati si ottengono misurando una data caratteristica, cioé rappresentandola
con un numero. Il fatto di riflettere sulla misurazione porta a una buona com-
prensione delle ragioni per cui alcuni numeri forniscono informazioni mentre
altri sono irrilevanti o privi di senso. Innanzitutto, come si ottiene una misura
valida? La misura della lunghezza & piuttosto facile — un righello pu® essere
generalmente utilizzato con un sufficiente grado di accuratezza per numerosi
scopi. La misura dell’area, invece, pud essere piu problematica, dal momen-
to anche nelle misurazioni pratiche & in gioco I'incertezza. E importante non
solo lo strumento, ma anche il grado di accuratezza e la variabilita delle mi-
sure.

Il disegno delle indagini a campione € un argomento fondamentale della sta-
tistica. L’analisi dei dati mette 'accento sulla comprensione dei dati disponi-
bili, sulla base del presupposto che essi siano rappresentativi di un universo
pil ampio. Per i quindicenni il concetto di campione casuale semplice & es-
senziale per capire le questioni legate all'incertezza.

Un esempio molto famoso:

Nel 1975, Ann Landers, una famosa giornalista, domando ai suoi lettori:
"Se doveste ricominciare tutto da capo, vorreste avere dei bambini?”.

Su 10.000 persone intervistate, il 70% rispose: NO.

Si sa che nel caso di risposte volontarie, chi risponde sono per lo pitul coloro
che hanno opinioni estreme (negative). Da un campione casuale di persone
su scala nazionale interrogato sulla stessa questione € emerso che il 90% dei
genitori vorrebbe di nuovo avere figli.

L'essenza dell’analisi dei dati &€ di “lasciar parlare i dati” cercando in essi
strutture senza prima considerare se i dati siano rappresentativi di un uni-
verso pili ampio.

I fenomeni hanno risultati individuali incerti e spesso 'andamento di risulta-
ti ripetuti € casuale. Si &€ dimostrato che la nostra concezione intuitiva del ca-
so contraddice profondamente le leggi sulla probabilita (Garfield e Ahlgren,
1988; Tversky e Kahneman,1971). Questo € dovuto in parte alle opportunita
limitate che gli studenti hanno di venire in contatto con la casualita. Lo stu-
dio dei dati fornisce un quadro naturale per una tale esperienza. Questo spie-
ga il motivo per cui I'analisi dei dati dovrebbe avere la priorita rispetto alla
probabilita formale e all'inferenza statistica, nell'apprendimento e nell'inse-
gnamento dell'incertezza. Perfino a livello universitario molti studenti non
riescono a capire la probabilitd e I'inferenza statistica a causa di concezioni
erronee che non vengono eliminate attraverso lo studio di regole formali. Nel-
I'attuale indagine OCSE/PISA il concetto di probabilita & per lo pit affrontato
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in relazione a dispositivi come monete e dadi, o in relazione a situazioni del-
la realtd non troppo complesse che possono essere analizzate intuitivamen-
te o essere modellizzate utilizzando tali dispositivi.

L'incertezza si ritrova anche in aspetti quali le naturali differenze che si ri-
scontrano nelle misure di altezza degli studenti, nei loro risultati di profitto,
o nei redditi di un dato gruppo di persone. Una tappa molto importante, an-
che peri quindicenni, & quella di considerare I'analisi dei dati e il caso come
un tutt'uno. Tale principio comporta la progressione dalla semplice analisi
dei dati alla produzione di dati, alla probabilita, fino all'inferenza statistica.

I concetti specifici e le attivita matematiche importanti in questa area sono:

= La produzione di dati (quali sono i metodi validi per misurare determina-
te caratteristiche e i dati sono validi rispetto all’'uso che se ne vuole fare?).
A questo proposito, &€ importante avere un atteggiamento critico. Un altro

aspetto chiave ¢ il disegno dell'indagine statistica.

= L’analisi dei dati e la loro visualizzazione, la rappresentazione grafica dei
dati, le descizioni numeriche come la media e la mediana.

= La probabilita.

= L'inferenza statistica, che pero ha uno spazio secondario per gli studenti
coinvolti nell'indagine dal momento che la trattazione formale e i metodi
specifici di questo aspetto vengono normalmente affrontati negli anni suc-
cessivi.

ESEMPI

Gli esempi che seguono illustrano l'idea chiave dell'incertezza.

Eta media

Se il 40% della popolazione di un Paese ha 60 anni o piu, e possibile che
I'eta media di quella popolazione sia di 30 anni?

Redditi crescenti?

E aumentato o diminuito negli ultimi decenni il reddito degli abitanti di
Zedlandia? Il reddito medio per famiglia & diminuito: nel 1970 era di
34.200 zed, nel 1980 di 30.500 zed e nel 1990 di 31.200 zed. Ma il red-
dito pro-capite & aumentato: nel 1970 era di 13.500 zed, nel 1980 di
13.850 zed e nel 1990 di 15.777 zed.

Per “famiglia” si intende l'insieme di persone che abitano allo stesso indi-
rizzo. Spiega come ¢ possibile che in Zedlandia il reddito per famiglia sia
diminuito mentre il reddito pro-capite e aumentato.




Reati in aumento

1l seguente grafico € stato preso dal settimanale News Magazine di Zedlandia

00

OMBRA DELLA PAURA
taseo di crimini
e 10D (00

00

40

00

00

Esso mostra il numero di reati denunciati ogni 100.000 abitanti, prima con in-
tervalli di cinque anni e poi con intervalli di un anno.

Quanti reati furono denunciati nel 1960?

I produttori di sistemi di allarme usarono gli stessi dati per costruire il se-
guente grafico:

Numero di
crimini per
.T?::?: 200 /--""'f I crimini sono triplicati!!!!
' FERMANE
o / la crescita!
Vi
00 COMPRA UN ALLARME
200
100
60 65 70 7S 84

Come sono arrivati a questo grafico i disegnatori e perché?

La polizia non fu molto contenta del grafico preparato dai produttori di siste-
mi di allarme perché essa voleva dimostrare che la lotta contro la criminalita
era stata efficace.

Disegna un grafico che possa essere usato dalla polizia per dimostrare che
negli ultimi tempi i reati sono diminuiti.
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