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Prefazione

La matematicaé universalmenteiconosciutacome potentelinguaggioper descrvereil
mondo,per costruiremodelli, per calcolaree per prevedere.Perquestoé considerataino
strumentautilissimo, senonindispensabilein moltissimediscipline: la Statistica/'Infor -
matica,la Fisica,la Chimica,la Geologiala Biologia, la Psicologia)'Ingegneria,l'Archi-
tetturala Medicina,l'Agraria, I'Economia,la Sociologia.Anchein moltedisciplinedi area
umanisticaadesempide Scienzedeibeniculturalie'Archeologia, e anchenelle Scienze
Giuridichesi va ampliando,0 almenocomincia,l'uso di strumentimatematicisiadi tipo
guantitatvo e statistico,siadi tipo logico-formale.Consguenzali questceé chein piu del-
la metadelle classidelle laureepreviste nel nuovo ordinamentainiversitariosonopresenti
settori scienti®co-disciplinaridi matematicee quindi che l'insegnamento/apprendimem
dellamatematica un problemaculturalee didatticorilevante, cheriguardaogni annomi-
gliaia di docentiuniversitarie centinaiadi migliaia di studenti. Nei corsidi laureadella
classe32 - ScienzeMatematicheguestgproblemaassumein caratteredel tutto speci®coe
nonvogliamoconsiderarlan questasede.Puntiamainvecel'attenzionesui corsidi laurea
dove la matematicaswlge un ruolo strumentales non costituisceunadisciplinacaratte-
rizzantee sulla questionedi comein questicorsi si possanaealizzareinsegnamentiche
sianocapacidi portaregli studentialla competenzanatematicaichiesta,partendodalle
conoscenz@ossedutall'ingressoe utilizzandola quantitadi crediti a disposizione.Non
si trattadi unaquestionefacile, a causadel limitato numerodi crediti che,in genere g
statoassgnatoalla matematicanegli ordinamentididattici dei corsidi laurea,e il proble-
ma é resoancorapiu dif®cile dal fatto chela preparazionéniziale degli studentié molto
disomogeneag per molti & piuttostocarente. Pur restanddfermo indubbiamenteche la
progettazionelei percorsiformativi € compitodei singoli docentie di ciascunconsigliodi
corsodi laureal'Unione Matematicdtalianaritiene che,peraffrontaretale questionesia
utile avereadisposizionaun quadrocomunedi riferimentodelleconoscenze competenze
matematicherincipali chesonopossibileoggettodegli studiuniversitari,rispettoal quale
ciascungpossadeterminarda propriaposizione.lnoltre, 'UMI ritiene chel'articolazione
in “unita elementari'delleconoscenzeabilitae competenzehedevonoessereaggiunteal
terminedi un percorsalidattico,unitdbende®nitee condvisealivello nazionalepossaes-
sereutile ai ®ni dellacerti®cazionalei crediti (adesempian casodi trasferimentadaltre
sedio aundiversocorsodi laurea)e pitl in generalei ®ni dell'accreditamentalei corsidi



30 gennaio 2006 17:14 WSPC/Book Trim Size for 9.75in x 6.5in MATTONCINI-finale

iv La Matematica per le altre discipline

studio.L'Unione Matematicdtalianasentefortementdali esigenzeedhaquindinominato
un gruppodi lavoro, del qualehannofatto parte,nellafaseistruttoriadei lavori, in cui &
stataprogettatd'architetturadel documento,ancheduecolleghi matematicichelavorano
nellAMASES, e, nella stesuradelle due unita chetrattanoargomentidi MatematicabDi-
scretaduecolleghi delllAIR O. Tale gruppoavevail compitodi elaborareun quadrodelle
conoscenze competenzenatematich@rincipalichesonooggettodegli studiuniversitari,
raggruppaten possibili“unita elementari”;tali unita dovevanoriportareindicazionisulle
propedeuticit@® unastimadell'impegnorichiestoagli studenti,conla ®nalitadi realizzare
unostrumentautile perprenderalecisionirelatvamenteallaprogrammaziondei percorsi
di studiouniversitarie deisingoliinsegnamentdi matematicaUnaprimastesurali questo
quadrodi riferimentoé stataprodottae vienepropostanel presentalocumentoUn esem-
pio di possibileutilizzazionegil seguente Supponiamaheun certocorsodi laurearitenga
indispensabilehei proprilaureaticonoscane sianoin gradodi utilizzarecerti strumenti
matematici.Questocorsodi laureapotraalloratrovarenel documentayui presentatana
mappadelle conoscenze delle abilita che occorronoper svilupparetali strumentie una
stimadei crediti necessariDopodiché a secondalelle diversesituazionie dei crediti di-
sponibili,il corsodi laureadovradecideregualidelleconoscenzaecessarisi considerano
giaacquisiteall'ingressodell'Universita(e quindi, segli studentinonle possiedondhanno
dei “debiti” da colmareopportunamenteg quali altre devono inveceesserdrattatenegli
insegnamentuniversitari. Tutto questopud esserdattoin vari modi, chepossondlifferire
daAteneoad Ateneoe daun Corsodi laureaall'altro:

e adun estremosi potrarichiedereun elevatolivello di conoscenz@erl'accesso,
e alloranel corsodi laureasi potrannaraggiungerebiettivi pii ambiziosiconun
numerolimitato di crediti; in tal casooccorreraun certolavoro perotteneree per
veri®carechegli studentiabbianceffettivamentde conoscenziziali stabilite;

e all'altro estremo,si potrannoaccettareconoscenzéniziali anchepiuttostobas-
se; in tal casooccorreradare un maggiornumerodi crediti all'insegnamento
universitariodellamatematicgeraverelaureatiadeguatament@reparati.

Naturalmentesi hannoanchealtre possibilita,fra cui quelladi separargli studentin classi
di diversolivello e in percorsidi diversecaratteristiche diversadurata,manoné questo
l'oggettodellanostraattenzioneén questasede.

Le conoscenzeichiesteper I'accessodovrannopoi esseraesenote agli studentiin fase
di orientamentee agli insegnantidelle scuolesuperiori,che potrannopersguirle, compa-
tibilmente con gli altri loro obiettivi formativi. Il presentedocumentgud quindi anche
esserauinamappautile agli studentie agli insegnantidelle scuolesecondariesuperioriper
collocarsie orientarsiin questaarticolatasituazione.

In®ne, 'UMI ritiene di dover sottolineareche definire e renderepubblichele conoscen-
ze perlingressoé importante,ma non & suf®ciente. Occorreanchefarein modochegli
studentichefrequentanad diversicorsipossiedano effettivamente i pre-requisiti stabiliti.
Infatti, si ribadisce |'insegnamentalellamatematicanon pud essereef®cacesenonsi ri-
volgeastudentichein virtd dellaloro precedent@reparazionsonoin gradodi trarnepro-
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®tto. L'inseguimentodi contenutimatematicielevati o ritenuti piu utili perle applicazioni,
senzaavereil temponecessaripermaturard concettie senzaun'attenzioneadeguataalla
preparazionéli ingressopotrebbdanvecedarluogoin concretoad un crescentelivario tra

il programmadichiarato(e ancheformalmenteswlto) e le effettive conoscenze acquisite
dagli studenti.

30gennaic2006
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| ntroduzione: obiettivi e contenuti del documento

Cosa si trova in questo documento.

Questodocumentapresentaun possibileschemaa blocchi delle principali conoscenze
competenzenatematiche&he possoncesserenggettodi studionei corsidi laureadove la
matematicawlgeunruolo strumentale noncostituiscainadisciplinacaratterizzante._o
schemacomprendeper ciascunblocco,

¢ un'indicazionedi propedeuticit& prerequisiti;
e unastimadell'impegnorichiestoagli studentperapprenderguelblocco,e quindi
del corrispondentaumerodi crediti.

Nel documentosono compresesia conoscenze abilita di baseche dovrebberoessere
mediamentaia possedutelagli studentiall'ingressodell'Universita,sia conoscenz@il
avanzatechesonousualment@ggettodei corsiuniversitaridel primo o del second@anno.

Finalita e destinatari. || documentantendeproporsicomeun possibilequadro di riferi-
mento perindividuaregli obiettivi e costruirei curriculadegli inseghamentdi matematica
cosiddetti“di servizio” e per attribuire agli stessiinseggnamentiun opportunonumerodi
crediti, a secondalei requisitidi accessaichiestiagli studenti.ll documentosuoleanche
proporsicomeuno strumentoper individuarecon maggioreprecisionetali requisiti. Per
tutti questi®ni, il documentqotraesserautilizzato dal responsabile dai docentidi ma-
tematicadi ciascuncorsodi laureatenendacontodelle speci®checaratteristichelel corso
di laureastesso.La descrizionechevienedatadelle conoscenze abilita di basepuo poi
essereutile ancheai docenti,agli istituti scolasticie agli ateneiper le iniziative volte a
migliorarela preparazionén matematicalegli studenticheentranacall'universita.

La struttura a blocchi. Le conoscenze le abilita matematichesonopresentatén “unita
elementari”,detteanche“blocchi” o “mattoncini”, che si possonaconsiderareeomeele-
menticostitutivi degli obiettivi chegli studentidevonoraggiungerel terminedi uncorsoo
di unmodulodi insggnamentoVorremmaochefossechiarocheognibloccoindicauninsie-
medi conoscenzeabilith e competenze nonvuoleesserainoschemaerlo swlgimento
dellelezioni. In particolare si sottolineachel'ordine in cui sonopresentatée conoscenze
ele abilitain unbloccononé necessariamentpielloin cui esseposson@ssereaviluppate
nelle lezioni. Allo stessamodo,l'ordine in cui sonopresentati blocchinon corrisponde
adunordinesequenzialeUn esempidli rappresentaziorgra®cadei riferimentiincrociati
e nellamappain ®gura0.a. Inoltre & possibileorganizzareun corsoin modotale chein

Xiii
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un certo momentosianotrattati insiemecontenutiche compaionoqui in blocchi diversi.
Osserviama@anchechevi sonoalcunecoppiedi blocchichehannointersezionenonvuota.
Naturalmentela suddvisionein blocchichesi trova qui propostanon € l'unica possibi-
le. Anche altre sceltesarebbercstateragionevoli, ma ci auguriamoche quellafattasia
adeguataagli scopiindicati.

Struttura di ciascun blocco. Ladescrizionali ognibloccoe articolatanel modoseguente:

MOTIVAZIONI

Esplicitanole ragionipercui il bloccoé statocostituitoin quel certomodoe anchealcu-
ne possibili motivazioni per cui quel blocco puo avereinteressenel contestodegli studi
universitari.

PREREQUISITI E COLLEGAMENTI

| prerequisitindicanole conoscenzéndispensabilio utili peraffrontareil blocco,e sono
espressiuandopossibilein termini di altri blocchi. A secondadei casicercheremali
precisareseé necessaripadronggiarecompletamenten certobloccoprerequisita seé
suf®cienteaverneunapadronanzaarziale,ad esempian termini di conoscenzéimitata
adalcunicontenutio di minoreabilitadi calcolo,o di minoreapprofondimentdeorico.In
alcuni casiossereremoche per cominciaread affrontareun certobloccoX é suf®ciente
avereunaconoscenzparzialedi certialtri blocchiY, Z, anchese,manmanochesi procede
nello studiodi X, occorreraapprofondirda conoscenzdi Y e Z.

Le indicazionidateriguardoai prerequisitinondovrebbercessergresecomeprescrizioni
rigide. Essesonosoprattuttoun richiamoari ettere sul fatto cheper affrontareef®cace-
mentelo studiodi un certoargomento o studentedeve possederadegyuatamentalcune
conoscenze abilita, senzde quali nonsarain gradodi trarrepro®tto dal suostudio. Ta-
le ri essione dovrebbeesserdattasia dai responsabildei corsidi laurea,cheinsiemeai
docentiuniversitaristabiliscond'or ganizzazionalei corsidi matematica i requisiti per
l'accessosiadagli studentichesiindirizzanoadun certocorsodi laureae chedovrebbero
prepararsadegguatamente Diciamo qui unavolta per tutte cheil bloccon.1 Linguaggio
degli insiemi e delle funzioni, insiemi numerici e operazioni & un prerequisitopertutti gli
altri blocchi.

CONTENUTI E OBIETTIVI

La lista dei contenutié semplicementen elencodi nozionie risultati matematicisui quali

vertonogli obiettivi. Gli obiettivi sonoespressinvecein termini di conoscenze abili-

ta. Quandoci é statopossibileabbiamocercatodi descrvere le abilita con precisione,
indicandall tipo di prestazioneheriteniamoadeguatadapartedegli studenti.

ESEMPI DI PROBLEMI, DOMANDE, ESERCIZI

Gli esempiche presentiamal terminedi ogni bloccointendonoprecisareulteriormente
le abilith e le competenzehe sonodescrittenegli obiettivi. Gli esempipropostisonodi
tipologiadiversasiaperquantoriguardail tipo di processdametterein atto,siaperquan-
to riguardale conoscenzeecessari¢in alcunicasiperrispondered suf®cientepossedere
alcunenozionirelative all'argomentoaltrevolte € necessarindividuarerelazioninonba-
nali frale conoscenzpossedute)D'altra parte unostess@sempicsi pudpresentareome
unesercizicstandarad comeun problemapiu complessoasecondali qualicontenutisono
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statiaffrontatiin precedenzain qualemodo,oppureasecondalegli strumentisiateorici,
siadi calcolo,chesonoconsentiti.

NUMERO DI CREDITI

A ciascunblocco é statoattribuito un pesoin crediti, mal'indicazione datanon dovreb-
be essergpresacomeunaprescrizionerigida. |l numerodi crediti attribuito potraessere
aumentat® ridotto tenendacontodelle seguentivariabili:

il fattochegli agomentidi unbloccosianoswolti tutti o in parte;

il gradodi approfondimente di abilita chesi vuole siaraggiuntodagli studenti;
I'inevitabile sosrapposizionali pit blocchiall'interno di uninsegnamento;

il gradodi preparaziones di “maturitd matematica'degli studentiall'inizio del
Corso;

o la possibileinterazioneconaltri insggnamentidello stessaCorsodi laurea.

Un credito,comeindicato nelle normevigenti, corrispondecorvenzionalmente 25 ore
di lavoro dello studentechein questodocumentasi intendesianodaripartire fra 8 - 10
ore di lezioneed esercitazionén classee 17 -15 ore di lavoro individuale. Si richiama
comunqud'attenzionesul fattocheperarrivarea determinatiobiettivi sononecessariena
certaquantitadi lavoro e unacertaquantitadi tempoperla maturazionalei concetti,non
riducibili oltre unacertasoglia.

Considerazioni generali. A questopunto € opportunoesplicitarealcuneconsiderazio-
ni e criteri generalicheil gruppodi lavoro ha condviso e adottatonella de®nizionedei
“mattoncini”.

Chi intendediventareun matematiccha a suadisposizionemolto tempoda dedicareallo
svilupposistematicali unaconoscenzapprofonditee formalizzatadellamatematicaChi
invece,in unaltrocorsodi laureadeve dotarsiin untempalimitato di strumentimatematici
utili peraltre discipline,e quindi di un linguaggiomatematicae di uninsiemedi schemi
cognitvi perla letturae l'interpretazionedi fenomeninaturalio sociali,pudaccontentarsi
di possederen apparatdormaleun po' ridotto e tuttavia deve

e conoscerapprofonditamentalcuniproblemie situazioniprototipo;

e conoscerale®nizioniragioneolmenteprecisedegli oggettimatematiciconside-
rati e conoscerda loro possibileinterpretazionén diversicontesti;

e conoscerain numerosuf®cientementelevatodi proprietasigni®cative degli og-
getti noti, sottola formadi enunciatidi teoremi,e saperldnterpretaree utilizzare
in diversicontesti;

e conoscerargomentazione giusti®cazionidei teoremicheper alcunirisultati, o
almenoin casiparticolari,hannoanchea formadi dimostrazionrigorose;

e possederabilitaoperatvedi calcoloe di rappresentazione-visualizzazioaache
conl'assistenzali opportunistrumentie nellasoluzionedi problemi;

e averecapacitadi soluzionedi problemi.

Oltreaquelleindicate chesonoconoscenzdisciplinaridi tipo dichiarativo-proposizionale
(indicatetalvolta come“sapere”),e di tipo proceduralgindicatetalvolta come“saperfa-
re”), l'utilizzatore dellamatematicaleve avereanchealtre conoscenzesoprattuttasevuo-
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le esseran gradodi costruire,0 almenodi adattaree utilizzare, modelli matematici. In
particolare:

e oltre checonoscersingoli oggettimatematici(ad esempida funzionee*, o l'e-
quazionedifferenzialeu®+ u = 0), deve conosceréefamiglie” di oggettie le
loro proprietad(ad esempida famigliadi funzioni a*, conla proprietachec'é un
tempodi dimezzamentopppurela famiglia delle equazionidifferenzialilineari
del secondmrdine,condiversicomportamenta secondalei coef®cienti);

e deveaverela capacitadi cambiaraappresentaziorfgra®che simboliche nellin-
guaggionaturale),di vedereunasituazioneda piu punti di vista, di controllare
semanticamentiepassaggiormali e di interpretare risultati di un calcolo;

e devesaperecheesistono “tipi” di oggettichehanna“certi tipi di proprieta”e deve
saperadove pudreperireulteriori informazioni,de®nizioni,teoremi,applicazioni
(adesempiadeve saperdn generalecheesistono dei modi perapprossimarena
funzione“generica” usanddfunzioni chestannoin certeclassiparticolari,come
i polinomi, le splines,o i polinomitrigonometrici,e deve saperali voltain volta
cometrovareil tipo di risultatochelo interessa);

o deve averecapacitddi modellizzaresituazionie di impostare problemi;

e deve esserdan gradodi ritrovare le informazioni necessarigiguardoa concetti
matematicie procedurechehaimparato,machenonricordacompletamente.

Questosecondayruppoappenalescrittocomprendeompetenzéli tipo metacognitivo che
tutti riconoscerann@omeimportantie non facili da raggiungere.Vogliamo sottolineare
checi parepossibilee opportunodedicareloro unanotevole attenzionee ridurre invece
l'apparatoformale (chenonvuol dire affattorinunciarea dimostraree argomentare!) In-
fatti, ci parecheperraggiungerel tipo di conoscenzandicatanonsianecessariinsistere
eccessiamentesul formalismo, il qualenon di rado, oscurail signi®catodegli oggetti
matematicie frenalo sviluppodelle competenzeli modellizzazione.

Le competenzalisciplinari e metacognitie elencate®n qui si sviluppanoe si esplicano
insieme e attraverso capacitageneralie traswersali,cui ci si riferiscespessan modosom-
mariocomeal “metododi studio” o alla “capacitadi apprendere”In modopiu dettagliato
e precisopossiamalescrverlecomecapacitadi

e letturaeinterpretaziondeitesti,

e scritturae, in generalegcomunicazione,

e organizzazione archviazionedellaconoscenzayellamemoriaa breve o lungo
terminee in archii di ognigenereanchesusupportanformatico,

e autovalutazionalelleconoscenze delleabilita,

ma anche pit globalmentedi organizzaziones gestionedelle risorse,di progettazione,
di consapeolezzadei processidecisionaliin gioco, di assunzioneli responsabilitdelle
decisioniprese.Questecapacitarichiedonoa loro volta credenzee attegggiamentipositivi
edef®caciversola matematicayersol'apprendimentae versolo studio.Non € compitodi
guestadocumententrarespeci®camente tale questionetuttavia vogliamodire che

e buone capacitageneralimiglioranoi risultati nello studio di ogni disciplinae
vengongparticolarmentepprezzatén chi cercalavoro;
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¢ il contestodella matematicae particolarmenteadattoa svilupparetali capacita
(anzi, questoe spessaino dei motivi principali per cui la matematica inserita
neicurricula).

Di consguenzaosserviamache anchele capacitageneralidevono esseregenuteoppor
tunamentepresentinella de®nizionedegli obiettivi e dei prerequisitidi un corsoe nella
attribuzionedel numerodi crediti.
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Capitolo 1

Linguaggio degli insiemi e delle funzioni, insiemi
numerici e operazioni

1.1 Motivazioni

Per parlaredi qualunqueargomentomatematicoé indispensabilautilizzare alcunesem-
plici nozioni e notazionirelative agli insiemi e alle funzioni. Tali nozionisenono come
linguaggio e nonoccorreunaconoscenzdellateoria degli insiemi.

La conoscenzaei numeriinteri, delle frazioni e dei numeridecimali®niti, in particolare
la capacitadi operareconsicurezzaonle operazionie conle disuguaglianzed necessaria
peraffrontarequalunqueargomentodi matematicaA diversilivelli di complessitabccor
re sapercalcolarementalmentecon cartae pennae con la calcolatrice. Perevitare una
visione dellamatematicaomedisciplinasolamentecaratterizzatalaregole di calcoloda
memorizzaree daapplicareyvisionecheostacolerebbgli studisuccessii, occorrein que-
stostadiochegli studentisappianaanchevedere numerinaturali,interi e razionalicome
elementidi insiemisui quali sonode®niterelazionie operazioniconcerteproprieta,e che
abbianaconsapeolezzadelle motivazionichestannaoalla basedei successii ampliamenti
degli insieminumerici. Inoltre, occorrechegli studentiabbianoesempidi procedureche
portanoa consideraranumeriindividuati da un allineamentadecimalein®nito e che sap-
pianoche,sel'allineamentonone periodico,alloraquestinumerinonsonorappresentabili
conunafrazione.

1.2 Prerequisiti e collegamenti

Saperes@uirele operazioniritmetichenell'insiemedei numerirazionali.
Moduli particolarmenteorrelatisono

e Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Nozione intuitiva di insieme

e di funzione. | connettivi
logici “and”, “or”, “not”.
L’implicazione. | quantifi-

catori. Termini e forme del
discorso matematico.

L’insieme IN dei numeri na-
turali, I’insieme Z dei nu-
meri interi, I’insieme @ dei
numeri razionali. Opera-
zioni, ordinamento, proprie-
ta delle operazioni e dell’or-
dinamento. | numeri reali
come allineamenti decimali
infiniti.

Saperdescrvere a parole e saperrappresentargra®camente
l'inclusione, l'intersezione |'unione edil complementareli in-
siemidati. Conoscerde nozionidi prodottocartesiandra insie-
mi, di relazionee di funzione.Saperappresentari vari modi
(gra®ci, tabelle,diagrammia frecce)relazionie funzioni. Saper
distinguereun'implicazionedalla suainversa. Saperesprimere
nellinguaggionaturaleunaproposizionén cui compaionajuan-
ti®catori, e viceversa.Saperutilizzarei quanti®catori.Sapeme-
gareproposizioniin cui compaionaguanti®catori.Conoscerel
ruolo di de®nizioni, assiomi,teoreminel discorsomatematico.
Conoscerdl signi®catodei termini “ipotesi” e “tesi”. Sapere
individuareipotesie tesi nell'enunciatodi un teorema. Saper
impostareunadimostraziongerassurdo.

Conosceralivello intuitivo le proprietadell'insiemedei numeri
naturalie delleoperaziondi addizionee moltiplicazione.Cono-
scerela relazionedi divisibilita fra numerinaturalie la de®ni-
zionedi numeroprimo. Conoscere sapemotivarei successii
ampliamentiagli insiemiZ e Q. Conoscerda leggedi annulla-
mentodel prodottoe saperlaapplicare Sapeinterpretarde ope-
razioni di sottrazionee divisione comeoperazioniinversedel-
I'addizionee dellamoltiplicazione.Conoscerée proprietadelle
operazionie dell'ordinamentoe saperlecoordinare(ad esempio
saperoperaresudisuguaglianzeommandd moltiplicandoam-
boi membriperunostessamumero).Saperesguire operazioni
e valutarediseguaglianzementalmentecon cartae pennae con
la calcolatrice. Conosceree saperutilizzare le corvenzionidi
scritturariguardoall'ordine delle operazionin unaespressione.
Sapereche iterandol'algoritmo della divisionetra due numeri
interi si ottengonccifre decimalichesi ripetonoperiodicamen-
te. Sapeoperareconnumeriespressin rappresentaziomliverse
(ad esempiosaperconfrontareunafrazioneed un numerodeci-
male). Conoscereesempidi proceduredi calcolo che portano
a considerarallineamentidecimaliin®niti non periodici. Co-
noscerda rappresentaziondei numerisullarettae sapereche
esistonopunti della retta cui corrispondonaumeri che non si
possonacriverecomefrazioni.

MATTONCINI-finale
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1.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI .

1.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempiol.1 Siano:
A={xecQx?*< 2}

B={xecQx?>2}
(1) Scriverealcunielementidell'insiemeA edalcunielementidellinsiemeB .
(2) Descrirerei seguentiinsiemi:

e ANB
e AUB
° A\B

Esempiol.2 Datigli insiemiA = {0;1} eB = {a;b}, determinardutte le possibili
funzionidi A in B e darneunarappresentaziongra®ca.

Esempiol.3 Siconsideril'insiemedi paroleA = {ananas; mela; gatto; mano} el'in-
siemedi numeriB = {1;2;3; 4;5}. La leggecheassocisad ogni paroladellinsiemeA il
numerodi vocaliin essacontenutee unafunzionede®nitasuA avaloriin B ?

Esempiol.4 Definizione: Dati due numeri naturali a e b diversi da zero, un intero d
viene detto massimo comun divisore fra a e bse valgono le seguenti tre proprieta:

(1) deéundivisore di a
(2) deéundivisoredib
(3) se cé undivisore comune fra a e ballora c & un divisore di d.

Applicarequestade®nizioneperdimostrareche:

(1) 4 éil massimacomundivisorefra24e28
(2) 5nonéil massimacomundivisorefra 35e 38
(3) 3 nonéeil massimacomundivisoretra1l5e 45.

Esempiol.5 Spigyarela seguenteaffermazione
Non si pud dividere per zero.
Esempiol.6 Tradurreil segguenteenunciatdan unaformulamatematica:

Dividendo 27 per 6 si ottiene come quoziente 4 e come resto 3.

Esempiol.7 Teorema: Per ogni coppia di naturali m;n, con n # O, esistono e sono
unici due naturali g;r talichem = nqg+re0<r < n.
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(1) Individuareipotesie tesidel precedentéeorema.

(2) Determinareger, nelcasoin cuim = 20en = 6.

(3) Nell'enunciatoprecedentegualiletteredesignanaispettvamenteguozientee resto?

(4) Perchée necessarida condizionen # 0? Cosapotrebbesuccederese non fosse
veri®cata?Farequalcheprovanumerica.

(5) Sarebbeaneglio metterda condizionen < m? Cosaaccadesen > m?

(6) Cosaaccadesem = 0?

Esempiol.8 Nell'insiemelN deinumerinaturaliconsideraréa proprietaP (x):

“x verificax + 3> 5”

(1) E veroofalsochevx € IN valeP (x)?

(2) Everoofalsoche3x ¢ IN percuivaleP (x)?

(3) Determinaun sottoinsiemeA di IN talechevx € A valeP (x).

(4) Determinaunsottoinsiemd di IN talecherisulti falsoche3dx € B percuivaleP (x).

(5) Risponderalle domandeprecedenthel casoin cui la stessagroprietasiaconsiderata
nellinsiemelR.

Esempiol.9 Stabiliresele seguentiaffermazionisonovereo false.

(1) elN3IyeIN: x—y=3.
(2) IxelNVyeIN: x—y=3.
(3) IxelNIyeIN: x—y=3.
(4 vxelNVyeIN: x—y=3.

Esempiol.10 Sianoa;b;c numerirealiarbitrari. Quali delle seguentiimplicazionisono
vere e perché? In quali € necessariomporre la condizioneche uno o piu humeri sia-
no diversida zeroaf®nchésianoveree perché?In quali &€ necessariamporre che siano
positivi?

(1) a<b=a+c<b+c
(2) a< b= ac< bc

3) a< b= =<
4) a<b=2<

olL L[
olool-

Esempiol.11 De®nizione: SiaA un sottoinsiemedi Q. Il numeroM si dice massimo
dell'insiemeA seM € A eperogniadi A siha:M > a.

(1) Dimostrareche7=2 noneil massimadell'insiemeA = {x € Q| 1< x < 4}
(2) Dimostrarechel'insiemeA = {x € Q| x > 3} nonhamassimo.
(3) Dimostrarechel'insiemeA = {x € Q| x < 2} nonhamassimo.

Esempiol.12 Qualedelle seguentiespressionsigni®ca: ogni numero intero & multiplo
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di7?
a)JdaecZ;dbeZ:a=T7b

b)dJaczZ;VbezZ:a="7b
cVaecZ;dbeZ:a=T7b

dVaecZ;VbeZ:a="7b

Esempiol.13 Qualedelle seguentiespressionsigni®ca: non & vero che ogni numero
intero € multiplo di 7?

a)daeZz;dbezZ:a# 7b
b)dJacZ;VbezZ:a¥ 7b
cVaecZ;dbeZ:a# 7b

dVaezZ;VbezZ:a# 7b
Esempiol.14 Qualeéil maggioretra:

(1) 10=3e3:331?
(2) e314=100?
(3) 6:28e2 ?

Esempiol.15 Trovarei numerix cheveri®canola condizione
(x+2)x®2+ 1)(x2-1)=0
Esempiol.16 Disporrein ordinecrescenteé seguentinumeri:
0; 30; 0;7, 0; 15; 0; 1:
Esempiol.17 Indicarela sestecifra dopola virgoladelnumero12; 652- 10 *

Esempiol.18 Utilizzandounacalcolatrice pertentatvvi, cercareun numerox tale che
x>+ x3=1
Esempiol.19 Scriverele espressiondecimalidei numeri
1 1 1 1 1 1
1; 1+ = 1+ S+ =2 1+ S+ 2+ —;
’ 4’ 4 9 4 9 16

. . . 2
e confrontarleconl'espressionalecimaledi —-.
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Capitolo 2

Manipolazione di formule algebriche,potenzee
radici, equazionie disequazionialgebriche

2.1 Motivazioni

Nel contestadellamatematicda capacitadi trasformareespressionalgebrichen vistadi
un certo obiettivo & di fondamentalemportanza,cosicomela capacitadi avereil con-
trollo sulletrasformazioneffettuate.Altrettantoimportanteé la capacitadi orientarsinel-
l'impostazione,riconoscimentced eventualerisoluzionedi equazionie disequazionijn
particolarequellealgebriche.

2.2 Prerequisiti e collegamenti

E utile averealcuneconoscenzéndicatein:
e Coordinate e vettori (blocco n. 4)

Le conoscenzdel presentéloccodovrebberoesseresviluppatecontestualmenta quelle
di:

e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

perchésirafforzancavicenda.E utile disporreconsicurezzalei contenutidi questdlocco
primadi affrontare

e Geometria analitica piana (blocco n. 9)
e Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Trasformazione di espres-
sioni algebriche. Significato
di una formula

Generalita su equazioni, di-
sequazioni. Le funzioni po-
tenza, valore assoluto, radi-
ce. Equazioni e disequazioni
algebriche.

2.4 Crediti

Saperriconosceree applicareconsapeolmentele proprietadelle ope-
razionidei numerireali, nel trasformareespressionletterali. Saperuti-
lizzareletteree notazionialgebricheper descrveresituazionie risolve-
re problemi. Saperutilizzare diverseespressionalgebricheequivalen-
ti a secondadell'obiettivo. Saperfattorizzareun'espressionelel tipo

az—p,ad— b, ...

Saperriconoscereseun numeroe soluzionedi un'equazioneSaperp-

plicarela regoladi annullamentalel prodottoper risolvere equazioni.
Saperapplicarela regola“dei segni” perrisolveredisequazioni.Saper
utilizzare le proprietadelle disuguaglianzdra numerireali per risol-

veredisequazioni.Visualizzaregra®camentel signi®catodi semplici
equazionie disequazionfra potenzead esponenténtero, radici, valore

assoluto. Saperrisolvere equazionidi 1 e 2 gradoin un'incognita.

Saperrisolveresempliciequazionie disequazionalgebriche.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO.

2.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempia2.1 Indicaresele sgguentiaffermazionisonovereo false.

(1) ¥x € IR; Vn € IN sihax < x".

(2) Va;be IR; Vn € INsihaa< b=-a" < b".

Esempia2.2 Indicarequaledelle seguentiuguaglianze falsa:

Da%: a_b
ac
D(ab)c: abc
Oab ¢ = aib
Oabte= 2
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Esempia2.3 Sea ebsononumerireali positivi, l'uguaglianza:
Va+ b= ya+ Vb

(] & semprevera
0 nonémaivera
(J é veraperalcunivaloridi a e b, e precisamente.

Esempio2.4 /9 éugualea:
a3

-3

O+3

O dipende

Esempic2.5 Perqualsiasunnumerorealex, | — x| éugualea:
0 =Ix|

D x|

O+x

(0 nessunalelle precedenti

Esempid2.6 Calcolargx+ y)* in almenoduemodidiversi. Confrontareguindii risultati
ottenuti.

Esempio 2.7 Chiamandox, y e z le lunghezzedi tre segmenti, interpretare
geometricamenteonun disgyno
le identita:

(X+y)z=xz+yz

(X+y)?= X2+ 2y + y?

Esempio2.8 Scriverei seguenti polinomi nella forma a(x + b)2 + ¢, cona, b, ¢
opportunamentscelti

x2—x—1 X% —6x+ 1 x2+%+x:

Esempio2.9 Le lunghezzedeilati di un rettangolosonoa e b. Esprimerela metadel
guadratadel perimetrodel rettangolo.

Esempio2.10 In un paesddi n abitantila quantitdQ di un certobenevendutaannual-
mentee datadaQ = k> dovep eil prezzounitarioek unacostanteSeil prezzadimezza
edil numerodi abitantitriplica, di quantovariaQ?

Esempia2.11 Unadittadi elettrodomestichavendutoin unanno200forni amicroonde
al prezzodi 100eurol'uno. E statostimatocheseil prezzodi venditadi unforno aumenta
di x euro, allorail numerodi forni vendutiin un annodiminuiscedi 30x. Esprimere
l'incassoannuodelladittain funzionedell'aumentox.

P ; ' ; 2x+1 a b
Esempia2.12  Scriverel'espressiongs s+, conx 7 0ex 7 —2, nellaforma® + 2=

X+2 !
scaliendoopportunamentduenumerirealia e b.
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. . g . 2 . N .

Esempic2.13 Sex,yez sononumer|d|ver3|dazero,% Si puoscriverecome:
1 2 1

O3(x “yz)
O@Bx 2y 1z) *

2

X
U g1

[0 nessunalelle precedenti

Esempio2.14 Indicare quale dei seguenti numeri & soluzionedell'equazionex?® +

12v/24 — x2:
—-3V3 —3V2 —2V3 —2V2

Esempio2.15 Determinarequantesoluzioni reali distinte ha ciascunadelle seguenti
equazioni:

x3+2=0;, |1-x|+2=0; =0

X — X2
+5)%=1 2(x —1)2+ —1)*=0; =0
(3x + 5) ; 2(x—1)7+ 3(x - 1)* = 0; e 0

Esempia2.16 Interpretaree risolveregra®camentée disequazioni:

2

X2 > X x| > —x VX > X

Esempio2.17 Qualidelle sgguentiimplicazionisonovereperognivalorerealedi x per
cui hannosensde espressionthein essecompaiono?

(1) ﬁ <3=2<3(x—-2)

(2) V2X+1>x—1=2x+1> (x —1)?

(B) VX>x=x>x?

(4) £ <x=1<x?

(5) —2x< 3=x< -3

Esempio2.18 Siaax? + bx+ ¢ = 0, cona # 0, un'equazionali 2° gradochehadue
radicirealix; eXx,. Dimostrard'identita:

ax?+ bx+ c= a(x — x1)(X — X2)
Utilizzaretaleidentitaperstabilireil segnodi ax? + bx + ¢, al variaredi a, b, c.

Esempia2.19 Risolverele disequazioni

2X 1 VX + 2
— = >0 4 —x°>> 0 — <0 <O
2X2+ x — 2 X=X X2 —x+1~ VX =2

Esempia2.20 Sapendahevale
1 1 1
=

p q f°
esprimerey in funzionedelle altre duevariabili.
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Esempia2.21 Un prodottoé espostan vetrinaal prezzodi 14 euro. Il prezzoé datodal
ricavo del venditorepiu la tassadel 20%sul ricavo (IVA). Calcolardatassa.
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Capitolo 3

Geometriaeuclideapiana

3.1 Motivazioni

Nei corsiuniversitaridi materiescienti®chevengonamolto spessaisati,pit 0 menoespli-
citamenteargomentidi geometrizeuclidegpiana.Rarament@erogli studentisonoin gra-

dodi renderesspliciti tali riferimenti. Spessa@ssinonsononeanchen gradodi descriere
conlinguaggioappropriatoo addiritturapercepiresempliciproprietageometrichali ®gu-
re o immagini. Vengonoqui riportati gli argomentie gli obiettivi essenzialdi geometria
euclideapiana. Ulteriori approfondimentin diversedirezionisi trovanonei blocchi Geo-

metria analitica piana (blocco n. 9) e Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche

(blocco n. 10).

3.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendergli argomentitrattatiin questabloccononsi ritiene necessarita co-
noscenzaegli algomentitrattatiin altri blocchi,a parte,ovviamentejl bloccoLinguaggio
degli insiemi e delle funzioni, insiemi numerici e operazioni (blocco n. 1).

Le conoscenzedel presentdloccosonoassolutamentessenzialper:

e Geometria analitica piana (blocco n. 9)
e Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)
e Geometria euclidea ed analitica dello spazio (blocco n. 13)

13
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Figure geometriche piane,

enti fondamentali e loro
proprieta.
Misura: lunghezze e aree.

Proprieta della misura

Costruzioni geometriche.

Trasformazioni geometriche
del piano: isometrie, tra-
slazioni, rotazioni, simme-
trie rispetto a un punto e ri-
spetto a una retta, omotetie,
similitudini e loro composi-
zioni.

Dall’intuizione alla dimo-
strazione.

Conoscerdl signi®catodei termini retta, semiretta,segmento,
piano, semipianoangoloe saperliutilizzare con proprieta. Sa-
perdareunade®nizionedi retteparallelee di rette perpendico-
lari. Conosceres saperusarei criteri di congruenzae similitu-
dinetratriangoli. Conosceres saperusareproprietaelementari
riguardantiretteparallele retteperpendicolaritriangoli, quadri-
lateri. Conoscere sapemusarel teoremali Talete,il teoremadi
Pitagora.Conoscere saperusaree proprietadelle circonferen-
ze,dellecordee delletangenti;conoscerda relazionetra angoli
al centroe angoli alla circonferenza.Conoscerda nozionedi
®guracorvessa.

Sapercalcolareperimetrie areedi poligoni. Conoscerée rela-

zioni tra lunghezzadella circonferenzaareadel cerchioe lun-

ghezzadel raggio. Saperecomevarianoareee perimetricon

cambiamentdi scala.Saperutilizzarel'additivita e I'in varianza
perisometriedell'area.

Sapetreffettuaree giusti®carecostruzionigeometrichelementa-
ri conil solousodi riga nongraduatee compassauali: trian-
golo equilateradi lato assgnato,rettapassant@erun puntoas-
segnatoparallela(o perpendicolarexd unarettaassgnata,cir-
conferenzgassant@ertre punti assgnati. Conosceregjualche
metodopertracciareun'ellisse.

Saperdeterminaresemplici proprietadelle trasformazionigeo-
metriche. Saperindividuareproprietainvarianti perisometrieo
persimilitudini.

Sapermodellizzareaspettidel mondoreale con ®gure geome-
triche piane.Sapelinterpretare®gure geometrichecogliendone
gli elementiessenzialiin relazionead un dato obiettivo o in-
dividuandoneproprietacaratterizzanti. Saperledescriere con
un linguaggio appropriato. Riconoscerda necessitadi sotto-
porreproprietaintuitive e congetturerelative a proprietageome-
triche alla dimostraziondogica. Comprenderalimostrazionie
produrrecatenededuttive.

MATTONCINI-finale



30 gennaio 2006 17:14 WSPC/Book Trim Size for 9.75in x 6.5in MATTONCINI-finale

Geometria euclidea piana ... (blocco n.3) 15

3.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO . Qualsiasistudentedovrebbeaver
gia incontratonel suo curriculum scolasticogran partedegli agomentidescritti. Si re-
putapertantocheil tempodi lavoro assistitoed individuale corrispondented un credi-
to sia suf®cienteper uno studenteche affronti questiargomentiall'inizio del primo anno
universitario.

3.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio3.1 Descriverela ®gura3.ain modotale cheunapersonachenonpudvedere
la ®gura,la possaiprodurrefedelmente.

Figura3.a

Esempid3.2 Veri®carela veritao falsitadelle seguentiaffermazioni.
Dati dueinsiemicorvessiaventialmenoun puntoin comune,

e lalorointersezione uninsiemecorvesso;
e laloro unioneé uninsiemecornvesso.

Esempio3.3 Tre puntidistinti A, B , C nonallineatide®nisconaun triangoloAB C di
lati i segmentiAB , BC e CA. Sappiamahelinsieme dei punti delimitati daltriangoloé
sempreuninsiemecornvesso.Un quartopuntoD nonappartenentalle tre rettecontenenti
i lati deltriangoloAB C de®niscejnsiemeai tre precedentiil quadrilatercAB CD di lati
i sggmentiAB, BC, CD eDA.

Determinarén qualiregioni del pianodeve stareil puntoD af®nchéil quadrilatercAB CD
nonsiaintrecciato.

Determinaren qualiregioni del pianodeve stareil puntoD af®nchéil quadrilatercAB CD
nonsiaintrecciatoe l'insieme dei punti delimitati daesscsiaun insiemecornvesso.

Esempid3.4 DatiduepuntidistintiA eB, determinareutti i quadratiaventicomevertici
i puntiA eB.

Esempio3.5 E datountriangoloAB C aventeil lato AB di lunghezzaugualea 10 cm
e sonodati due punti A e B aventi distanzaugualea 10 cm. Determinarde posizio-
ni dei punti C°tali cheil triangolodi vertici A% 9%CP° sia congruenteal triangoloAB C.
Determinareali punti C° facendausosolamentedi un compasso.
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Esempid3.6 Asse@natiduepuntiA e B aventidistanzaugualea10cm,determinaréutti
i puntiC tali chei triangoliAB C abbiancareaugualea 20 cm?.

Esempid3.7 Datiduepuntidistinti A eB, de®nireil loro puntomedioM edeterminarlo
facendausosolamenteali uncompasse di unriganongraduata.

Esempio3.8 Determinarda bisettricedi un angoloassgnatofacendausosolamenteli
uncompasse di unariganongraduata.

Esempio3.9 Sianodati tre punti distinti. Quali condizionidevono veri®carei tre punti
af®nchéesistaalmenounacirconferenzgassant@eressi?in tal caso,quantene esistono?
Spiggarecomesi puo determinarneentroe raggio.

Esempid3.10 Affrontareil problemaprecedenteonsideranddnvecechetre punti, due
punti distinti.

Esempio3.11 Affrontareil problemaprecedenteconsiderandojnvece che tre punti,
guattropunti distinti.

Esempid3.12 Disegnareil simmetricodi un puntorispettoadun altro puntofacendauso
solodi uncompasso.

Esempia3.13 Determinarde duetangentiad unacirconferenzassgnatapassantperil
puntoassgnatoesternaalla circonferenzdacendousosolamenteali un compasse di un
riganongraduata.

Esempid3.14 Lacirconferenzali centroO eraggiol in ®gura3.b, e divisadal sggmento
AB in dueparti. Sapendachel'angolo AOB é retto, quantovale I'area dellaregione

Figura3.b

evidenziata?

Esempio3.15 Sivuoletagliarela fettadi tortatriangolarein ®gura3.cin mododa otte-
neredueporzioniuguali. Seil taglioH K & paralleloal lato AC e AB = |, quantomisura
HB?

Esempid3.16 Unfotografo,dotatodi unamacchindotogra®cachehaunangolodi cam-
po visivo paria60 , vuolefotografarenellasuainterezzaun'astaorizzontaldunga5 metri
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B
o H A Ko
A C
Figura3.c

postaadun'altezzadi 180cmrispettoal terrenoorizzontale ponendda macchingotogra-
®caadunaltezzadi 180cmsulterreno.In qualipuntidelterrenoegli pudporreil cavalletto
dellamacchindotogra®ca?E' possibiledeterminardali punti avendoa disposizionesolo
unalungacordadausareo pertracciarecirconferenzg®ssandonenaestremitanel centro
dellacirconferenzap pertracciaresggmenti(®ssandongli estremi)?

Esempio3.17 E dataun'isometriaf del piano. Sonoassgnatitre puntiA, B e C non
allineatie le loro immaginif (A), f (B) ef (C) attraversolisometriaf . Datoun qualsiasi
quartopuntoD, épossibile conoscendsolamenté puntiA, f (A),B,f (B),C,f (C) eD,

determinardimmaginedi D attraversof ? In casoaffermativo spiegarecomedeterminare
f (D). E possibiledeterminard (D) facendausodel solocompasso?

Esempio3.18 Affrontareil problemaprecedent¢ogliendol’ipotesi chei tre punti A,B
e C sianononallineati.

Esempio3.19 Nella®gura3.d,le rettes et sonoparallele.Qualé il minimo numerodi
angolichesi devonoconoscereaf®nchésianopoi determinatiutti gli altri?

S

Figura3.d

Esempio3.20 Un'astaAB di lunghezzd e appoggiataad un muro,comein ®gura3.e,
in modochel'estremoA siaad1 m dal suolo. E verochespostandd® di 1 m versoil
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Figura3.e

muro,ancheA saledi 1 m?
Esempiad3.21 Quantisonogli assidi simmetriadi un poligonoregolaredi 24 lati?

Esempio3.22 Due fotogra®eriportanoun‘ossenazioneal microscopiocon ingrandi-
mentidiversi. Suunasidistinguondre puntie sull'altra solodue. Comesi puddeterminare
sutaleimmaginela posizionedel puntononvisibile?
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Capitolo 4

Coordinate e vettori

4.1 Motivazioni

La descrizioneadel pianoe dello spazioutilizzandole coordinaterispettoad un sistemadi
riferimentocartesian@ uno strumentadi basenecessari@er la maggiorpartedegli svi-
luppi dellamatematica.ln questoambitoé naturaleanchel'introduzione del concettodi
vettoreconle sueprimeproprieta.

4.2 Prerequisiti e collegamenti

Perun percorsosigni®cativo e per affrontare esercizipiu interessante utile conoscere
almenoin parte:

e Geometria euclidea del piano (blocco n. 3).

Alcuneconoscenzéel presentdloccosonoindispensabilperlo sviluppodi:

Geometria analitica piana (blocco n. 9)

Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)
Geometria euclidea ed analitica dello spazio (blocco n. 13)
Numeri complessi (blocco n. 15)

Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)

19
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4.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Sistemi di riferimento nel Conoscerde coordinatecartesianenel pianoe nello spazio.In

piano e nello spazio. un sistemadi coordinateassgnatonel pianoo nello spazio,sa-
perindividuarele coordinatedi un puntoe sapemrappresentare
unacoppiao ternaordinatadi numericomeun punto. Sapercal-
colarela distanzara duepuntidi coordinatenote. Saperdescri-
vere semplici sottoinsiemidel piano comeluoghi di punti che
soddiséno certe condizioni sulle coordinate(semipiani,ango-
li, semplicipoligoni, rettee semirette sgmenti,circonferenze).
Saperdisegnaresemplici sottoinsiemidel piano e dello spazio
de®niti assgnandocondizionisulle coordinate. In contestidi
varia naturanei quali intervengonodue variabili, rappresenta-
re edinterpretaraleterminatesituazioniutilizzandosottoinsiemi
del pianocartesiano.

Il linguaggio dei vettori. Conoscerdl linguaggiodei vettori perindicareseggmentiorien-
tati nello spazio. Conoscerd'identi®cazionedello spaziocon
I'insieme dei vettori applicatiin un punto®ssato. Sapercalco-
lareil modulodi un vettoredi coordinatedate. Sapersommare
vettori, moltiplicare un vettoreper uno scalare siagra®camen-
te sia utilizzandole coordinate. Saperscrivere ed interpretare
I'equazionedellarettain formaparametrica.

Prodotto scalare. Saperecostruirela proiezionedi un vettoresu un altro. Saper
calcolareil prodottoscalaretra duevettori,in terminidi coordi-
natedei vettori o di modulodei vettori e cosenadell'angolotra
essicompresoSapereheil prodottoscalareg nullo see solose
i duevettorisonoortogonali.

4.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO . Qualsiasistudenteche si iscriva
all'universitadovrebbeavere gia incontratonel suo curriculum scolasticogli argomenti
descrittiin questoblocco, almenoper quantoriguardail piano. L'estensioneallo spazio
richiedeunamaturazionedei concetti,ma non é particolarmentémpegnativa. Si reputa
pertantocheil tempodi lavoro assistitoed individuale corrispondented un credito sia
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suf®cienteperunostudentehedebbgpadronggiarequestdloccodi conoscenzall'inizio
del primo announiversitario. Se si omettonoalcuneparti, pud esseresuf®ciente anche
mezzocredito.

4.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio4.1 Disggnareil triangolodi vertici A = (0;1;0), B = (-1,0;3), C =
(2; —2; 2) e calcolarnél perimetro.

Esempiod.2 Calcolarel perimetroe I'areadel rettangolan ®gura4.a.

Figura4d.a

Esempio4.3 Disegnarela rettapassantgeril puntoP = (—1;2) e chehapendenza
—0:5.

Esempio4.4 Fissatoun sistemadi riferimentocartesianael piano,siadatoil puntoA
di coordinatg3; —5).
Determinarde coordinatedel:

puntoB simmetricodi A rispettoall'origine del sistemadi riferimento;
puntoC simmetricodi A rispettoall'assedellex;
puntoD simmetricodi A rispettoall'assedelley;
puntoC simmetricodi A rispettoallarettay = x.

Esempio4.5 SiaAB C untriangolorettangoloin A e aventeil catetoAC di lunghezza
doppiadel catetoAB .
Considerarein sistemadi riferimentocartesian@heveri®chi le sgguenticondizioni:

¢ |'assedellex coincideconla rettacontenentd catetoAB deltriangoloAB C;

¢ |'assedelley coincideconla rettacontenentd catetoAC deltriangoloAB C;

¢ |'unita di misuradel sistemadi riferimentocoincideconlalunghezzaAB deltriangolo
ABC.

Determinare:

¢ le coordinatedeiverticiA, B eC;
¢ le equazionidelletre rettecontenenti tre lati del triangoloAB C;
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¢ le relazionialgebricheveri®catedatutti e soli i punti appartenentad ognunodei tre
lati deltriangoloAB C;
¢ lerelazionialgebricheveri®catedatutti e solii puntiinternial triangoloAB C.

Esempiod.6 Rappresentaneel pianocartesiandinsieme {(x; y) € IR? : [x — 2| < 1}.

Esempio4.7 Rappresentarael pianocartesiand'insieme {(x;y) € IRZ : x2+ (y +
1)? = 4}. Quale®gurarappresentaellospazid'insieme{(x; y; z) € IR : x2+ (y+ 1)? =
4y 2

Esempiod.8 Rappresentanmeello spaziocartesian@li insiemi

{(xy;2) e R x| <Lyl <Ljz—1 <1}

{(x;y;2) € IR®: x?+ y?+ 22 = 1;x > 0,z > O}:

Esempiod.9 Datii puntiA = (1;1),B = (2;3) eC = (4,; 1), determinarde coordinate
del:

e puntoD talecheil vettoreAD siala sommadeivettoriAB e AC;

e puntomedioE delsggmentoB C.

Determinarda relazioneintercorrentdrail vettoreAD eil vettoreAE :

Esempio4.10 Sianou e w i duevettoriin ®gura4.b. Disegnareil vettorev tale che
w = u + v ecalcolarndl modulo(un quadrettacorrispondeadun'unita).

Figura4.b

Esempiod.11 Siar laretta(—1+ 2t; 5— 3t), cont € IR. Determinareuevettoriu ev
tali cheu + tv sialarettaparallelaadr e passantper(1; —2).

Esempio4.12 Siadatonello spaziocartesianal vettorev = (ﬁ dove O el'origine e
A = (1;-2;3). Determinareduepunti B e C, non appartenentalla stessaettapassante

perO, tali chei vettoriOB e OC sianoortogonalial vettorev. Determinarequindiil luogo
deipuntiD tali cheil vettoreOD siaperpendicolarav.
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Esempio4.13 Calcolarell modulodellaproiezioneortogonaledel vettore(1; —2; 3) sul

vettore(5; 3; —1).

Esempio4.14 Siaw un vettorenon nullo di IR?. Sev; e v, sonodue vettoritali che
Vi -W = V, - W, direseéverochev; = v,.

(Conv; - w éindicatoil prodottoscalaredeivettoriv; ew)

Esempio4.15 | puntiA = (—3;5;0),B = (—3;-1;2) eC = (9;5;0) possoncessere
vertici consecutii di unafacciadi uncubo?
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Capitolo 5

Funzioni e gra®ci elementari

5.1 Motivazioni

Questdbloccoraccoglieuninsiemedi conoscenzelementarrelative alle funzionirealidi
variabilerealee ailoro gra®ci, uniteadalcuneminimeconoscenzsull'usodellecoordinate
per descrizeresempliciinsieminel piano. Lo studiodei gra®ci utilizzandola nozionedi
derivataé invecepartedel bloccoDerivata (blocco n. 16) e si ritiene chedovrebbeessere
appresaolamentalopoaver acquisitoalmenoin buonapartele conoscenze le capacita
qui descritte.

5.2 Prerequisiti e collegamenti

Le conoscenzendicatein questdloccosonostrettamenteollegatea buonapartedi quelle
indicatein:

e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
e Coordinate e vettori (blocco n. 4)

che,senon sonoprerequisiti,sonoalmenoda svilupparecontemporaneamentéllteriori
conoscenzesonopoi utili e consentonali considerarain maggiornumerodi esempisi-
gni®catii di funzionie gra®ci,comeindicatoin alcuniesempidi domandee problemi.In
particolareé utile avereunaconoscenzalementare e operativa delle funzioni seno,cose-
no, esponenzialelogaritmo,perla qualcosaperonon € necessarigvilupparanteramente
i blocchisullefunzionitrigonometrichee sulle funzioni esponenziale logaritmo,chenel
presentalocumentsonopresentatsuccessiamentea questo.In questabloccol'insieme
dei numerireali si usasoprattuttaconil signi®catodi I’insieme di tutti i numeri che ci pud
venire in mente di usare. Dunqueoccorreappenasaperoperarealgebricamente un po-
co anchenumericamenteon qualchenumerononrazionale comey/2 o , trattandoloin
modointuitivo comeallineamentadecimale.Non & necessari#éa conoscenzael numero
di Neperoe. Conil simbolo log indichiamola funzionelogaritmoin unabasequalunque
(maggioredi 1) e il lettoreé invitato a metterequellache preferisce.Noi consigliamodi
usarela base? oppurela basee, sequestonumeroe conosciutce anche il suo significato &
effettivamente conosciuto.

Molte conoscenz@dicatenel presentdloccosonounapremessaitile per:

25
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e Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)

o Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)

e Progressioni aritmetiche e geometriche, funzione esponenziale e funzione logaritmo
(bloccon. 11)

e Preliminari al calcolo: processi di approssimazione e numeri reali (blocco n. 14)

e sonoindispensabilperlo sviluppodi:
e Derivata (blocco n. 16)
e Integrale (blocco n. 17)

5.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Esempi di funzioni e grafi- Conoscerda de®nizionee il gra®co delle funzioni seguenti.

ci. Definizione di proprietd Funzionepotenzgad esponenténtero),radice,valoreassoluto.

elementari delle funzioni. Funzionesegno. Funzionide®nitea tratti. Saperdisegnareper
puntii gra®cidellafunzioneesponenzialéadesempiali base?,
3) e dellefunzioni senoe coseno.Conoscerél sottogra®cce il
sopragra®cdi unafunzionee utilizzarli perdescrvereinsiemi.
Saperdareunade®nizionedi funzionecrescente decrescen-
te ed esseran gradodi accertarda monotoniadi unasemplice
funzione.Conoscerda nozionedi funzionelimitata. Sapereco-
me si leggonosul gra®codominio e immaginee le proprietadi
unafunzionedi esseréniettiva, suriettva, biiettiva. Sapettrova-
re il massimee il minimo di unasemplicefunzionecon metodi
elementari. Conoscereesempie proprietageneralidi funzioni
periodicheed esempidi descrizionedi fenomeniperiodici, non
soltantocon funzioni trigonometriche.De®nizionegeometrica
di insiemecorvessce funzionicorvesse.

(continug
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Funzioni lineari, funzioni Sapercalcolare(in modo approssimatorispettoad un sistema
polinomiali di primo gradoe di riferimentodato)la pendenzali unarettadisegnatasudi un
retta. Pendenza di una retta.  foglio. Saperscriverel'equazionedi unarettadi cui sonodatele
Interpretazione dei graficiin  coordinatedi duepunti. Saperdiseynaree saperscriverel'equa-
diversi contesti. zionedi unarettadi cui sonodatele coordinatedi un puntoPg e
la pendenza.
Conoscerda de®nizionedi funzionelineareda IR in IR. Sa-
perechei gra®cidi funzionilineari sonole rette (nonverticali)
passantperl'origine e saperinterpretaresul gra®cole relazioni
f(x+y)=f(x)+f(y).f({tx)=1tf(x).
Nel casoin cui unafunzioney = ax + b rappresentun cer
to fenomeno,saperleggeresul gra®coil comportamentalel
fenomencstesso.

Operazioni sulle funzioni e Sommae prodottodi funzionie loro gra®ci. Sommadi unafun-

trasformazioni dei grafici. zionee di unacostanterelazioneconle traslazioniverticali del

Famiglie di funzioni che gra®co. Prodottodi unafunzioneper unacostantee relazio-

dipendono da parametri. ne coni cambiamentdi scalanell'asseverticalee le ri essioni
rispettoall'asseorizzontale. Reciprocodi unafunzionee suo
gra®co. Composiziondli funzioni. Traslazionie cambiamenti
di scalasull'asseorizzontale.Ri essioni rispettoall'asseverti-
cale. Funzioneinversae suogra®co.Massimofra duefunzioni.
Esempidi funzioni ottenutecombinanddn modosemplicefun-
zioni elementarie rappresentazionqualitatva dei loro gra®ci.
Funzioniparie funzionidispari. Gra®cidi semplicifunzionipo-
linomiali e razionali. Funzionelogisticae funzionegaussiana.
Funzionetan x. Funzionelogaritmo. In unadatafamiglia di
funzioni dipendentida parametritrovarele funzioni cheveri®-
canodeterminatecondizioni(ad esempioche assumonovalori
ass@natiin puntiassgnati).

5.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO . Unacompleta padronanzali que-
stobloccosi ottienein generesoloinsiemea quelladel calcolodifferenzialee integrale,
ma unabuona padronanza possibilee opportunaancheprima di un corsodi Calcolo,
conlimpegnodi circal credito. Una conoscenzgia accettabileper costruiresuccessii
sviluppi pud essereaggiuntaanchecon 0.5 crediti.
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5.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

X + X. Alcune delle

Esempio5.1 Siaf : IR — IR la funzionede®nitadaf (x)
seguentisonodescrizionidel gra®codi f . Quali?

A {(xy) [ x €IR} B: {(C+xy)[x
C: {(xx3+x)|x€IR} D: {(x;y) €IR? |y

€ IR}
x3+ x}

<

Mostrarechela funzionef écrescentén IR.

Esempidb.2 Diseggnareil gra®codellafunzionef de®nitada

_ [Ix] sex € (—oo; 2]
f(x)_{Z sex € (2;+ o)
Descrverel'immaginedif .
Esempios.3 Siaf : [0;4] — IR lafunzioneil cui gra®coé disgynatonella®gurab.a(il

cerchiettobiancostaa signi®carecheil puntocorrispondenteon appartieneal gra®caq |l
cerchiettonerocheil puntocorrispondentéa partedel gra®cg.

4 A
3 —
2o —
14— i
,L I i I |
¥ T T T T
1 2 3 4 5

Figura5.a Gra®codi f

Dire qualedelleseguentié unade®nizionedi f

A: f(x) = n,doven eil piugrandenterocheveri®can < x
B: f(x) = n,doven éil piu grandeinterocheveri®can < x
C: f(x) éil piu piccolointerochesuperax

Esempio5.4 In uno stessoriferimento cartesianodisegnareil gra®co delle funzioni
2 ¥X*= pera= 1,a= 2,a= 4,a= 0:5a= 0:25.
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Esempidbs.5 Inunostessaiferimentocartesianalisegnare gra®cidellefunzionif (t) =
sin2 t+ ),per = =2, = =3, = =2

Esempics.6 In unostessaiferimentocartesiandaisgynarei gra®cidellefunzioni
f(t) = sin(! t);
per! =11 =21 =4

Esempio 5.7 Descrivere il triangolo mostrato nella ®gura 5.b mediante opportune
intersezionie unionidi sottogra®cie sopragra®ci.

Figura5.b Triangolo

Esempids.8 Mostrarechela funzionel=x? & decrescentaell'intervallo (0; + c0).
Esempidb.9 In ®gura5.cédisggnatoil gra®codi unafunzionef . Descrivereil dominio
elimmaginedif .

Esempics.10 Descrizereil dominiodellefunzioniseguenti

X X Lo
\/Xi—l' log (ﬂ) log(sinx):
Esempics.11 Descrizerel'immagine dellefunzioni seguenti

f(x)=e R f(x) = log(x — 1); max{x; 2 — x}:

Esempio5.12 Mostrarechei tre punti (—5; 36), (20; 56) e (75; 100) appartengonalla
stessaetta.

Esempidb.13 Gli studentidi unaclasseyolendoorganizzarain viaggiodi istruzione si
recanopressadueditte perconoscerd preventivo di spesadi un pullman. La primaditta
chiede2 e al km, piu 150e di spes@®ssa.La secondalittachiedel:75e al km, pit 200e
di spesa®ssa.A partiredaqualedistanzae piu corvenientescalierela secondalitta?

A: 101km B: 201km C: 301km D: 401km
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Figura5.c Gra®codi f

Esempidb.14 Rappresentargualitatvamentdl gra®codellefunzioniiperboliche
sinhx = (& —e *)=2 e coshx = (e + e *)=2:

Esempio5.15 Sia g unafunzionedi x con gra®co del tipo mostratoin ®gura 5.d.
Individuare quale, fra i gra®ci mostratiin ®gura 5.e, rappresentangglio la funzione

y

o,

Figura5.d Gra®codig

exp(g(x))-

Esempidb.16 Disegnareil gra®codellafunzionef (x) = sinx — [sinx] (doveil simbolo
[ ] denotala parte intera delnumeroreale , ovveroil pit grandenumero intero minoreo
ugualea ).
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N = X

A. B. C.

Figurab.e Gra®cifra cuiscalierequellodellafunzioneexp (g(x))

Esempio5.17 Sianof e g le funzioni, de®nite sull'intervallo [0; 5], il cui gra®co e
riportatonella®gura5.f.

Y

Figura5.f Gra®cidif eg

Disggnareil gra®codellefunzionif + g;f g;f =g.

Esempic5.18 Rappresentarié gra®codellafunzionef (x) = |x| + |x + 2|. La funzione
f éiniettiva?

Esempics.19 In unostessaiferimentocartesianotracciarel gra®codellafunzione

f(x) = x?
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e anchell gra®codi ciascunalellefunzioniindicatesotto.
1 1
4+ x2" 4-x2

Esempics.20 Siaf lafunzioneil cui gra®coé riportatonella®gura5s.g.

X2+ 4; (x+ 4)%

Figura5.g Gra®codi f

Diseggnareil gra®codellefunzionig(x) = f (x+ 2); h(x) = f(x)+ 2; u(x) = f(—x)
einoltreil gra®codellefunzioni—f; f2; |f|; 1=f; max{f;0}.

Esempio5.21 Disegnare qualitatvamenteil gra®co e determinareil periodo della
funzionesinx cosx.

Esempio5.22 Il gra®comostratonella®gura5.hé quellodellafunzionea® + c, pera
e c ®ssati. Qualedelle sgguentiaffermazionie corretta?

A: a>0 e ¢c>0 B: a>0 e c¢<0
C: a<0 e ¢>0 D: a<0 e ¢<0

Esempio5.23 Determinareil valore di a;b;c in modo che il gra®co della funzione
f (x) = ax? + bx+ c passiperi punti (—1;1), (2;0) e (4; —1). Calcolareil massimo
dif.

Esempio5.24 Tracciareil gra®codelle funzioni sinx e cosx e poi per puntiil gra®co
della funzionef (x) = 3sinx + 4cosx. Mostrarepoi, usandoopportuneformule tri-
gonometrichechef (x) = Acogx + ) conA e opportunie si vedacheil gra®co
corrisponde.

Esempio5.25 Determinarequali tra le funzioni della famigliaf (x) = Acos! x +
B sin! x veri®canole condizionif (0) = f (1) = 1.
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Figura5.h Gra®codiax® + c, pera e c ®ssati
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Capitolo 6

Elementi di Statistica Descrittiva

6.1 Motivazioni

La Statisticag uno strumentgper trattaredati e con essasi possonadareintepretazionii
coseaccadutd statisticadescrittva) o si puotentaredi “prevederecio che potrebbeacca-
dere” (statisticainferenzialeo matematica La Statisticainferenziale che ha uno stretto
legameconil calcolodelleprobabilita,e contenutanelbloccoElementi di statistica inferen-
ziale (blocco n. 19). In questabloccosi trovanoinvececonoscenzeelative alla statistica
descrittva, utili in tutte le discipline (®sica, medicina,ingegneria,psicologia,economia,
sociologia,...Jjuandooccorre

e Organizzarainaricerca;

e raccogliereprganizzarerappresentareinterpretaralati,ancheconl'ausilio di tabelle,
istogrammigra®cidi vario tipo;

o affrontaredal puntodi vistastatisticodiversesituazioniproblematiche.

6.2 Prerequisiti e collegamenti

Siritieneimportanteconoscerealmenoin parte:

e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
e Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)

Questomattoncinocostituisceunapremessaitile a

e Probabilita nel discreto e calcolo combinatorio (blocco n. 7)
edeindispensabilger

o Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)

35
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Raccolta e classificazione di
dati. Tipi di caratteri (o di
dati). Campionamento.

Rappresentazione di dati.
Tabelle e diagrammi. Fre-
quenza relativa ed assoluta.

Analisi di dati. Indici
di posizione e dispersione.
Regressione e correlazione.

6.4 Crediti

Saperraccoglieredati utilizzandovari metodi,ad esempiocon
osserazioni,indagini,esperimentcontrollatie questionari Sa-
per distingueretra variabili qualitatve e quantitatve. Scegliere
in modo casualeun elementoin un collettivo; produrreesem-
pi di campionirappresentativé nonrappresentati. Riuscirea
costruiresemplicicampionistrati®cati.

Sapercostruiree leggeretabelledi dati, eventualmente doppia
entrata. Sapercostruire,anchecon fogli elettronici, opportu-
ne rappresentaziorgra®chedei dati (istogrammi,areogrammi,
box-plot,...)e saperliinterpretare Saperdeterminarda frequen-
zaassolutae relativa di unamodalitaespressanchein formadi
percentuale.

Saperdeterminarenedia,medianae scartoquadraticanediodi
unadistribuzione (collezionedi dati), essendan gradodi va-
lutare quelli signi®catvi in relazioneall'obiettivo dell'analisi.
Conoscered utilizzarele proprietaelementardi tali indici sta-
tistici. Saperdeterminarda rettadi regressionegalcolarda cor-
relazionetra duevariabili statistichee sapernevalutareil grado
di dipendenza.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO . Le conoscenzélel presentéblocco
posson@ssereaviluppatecontestualmentaquelledel bloccoFunzioni e grafici elementari
(blocco n. 5). In tal casosi potrebbeancheprevedereperil complessaei duemoduli,una
riduzione(di circa1=5) deltempo-credithecessarial loro sviluppo.

6.5 Esempi di problemi, esercizi e domande.

Esempio6.1 Considerarda seguentetabelladi dati, cheillustra la percentualedella
popolazioneagricolasullapopolazioneattivain alcunipaesi:

MATTONCINI-finale
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Anni GranBretagna Francia Germanie U.S.A
1850 22 64 65 65
1870 15 49 49 50
1910 6 42 18 33

Percentuale di popolazione agricola su quella attiva

20

15

10 +

1850 1870 1910

Figura6.a Percentualéellapopolazionegricolasullapopolazioneaattiva in alcunipaesi

Osserviamopoi il gra®co riportato in ®gura 6.a, che evidenziala percentualedella
popolazioneagricolasullapopolazioneattivain unodeiprecedentpaesi.

e Di qualepaesssi tratta?

e Sarebbepossibileinserirein uno stessogra®cotutti i dati della tabellache é stata
precedentemeniatrodotta?

e Comesi potrebberdarei confronti?

Esempio6.2 Le altezze(in centimetri)di 50 studentidi unascuolasonoriportatenella
tabellachesegyue:

169 166 166 170 164 168 170 167 171 170
171 164 171 170 172 173 167 167 168 168
170 168 167 166 160 169 161 174 166 174
174 167 164 168 161 167 164 170 168 166
168 170 167 171 170 164 166 168 169 167

Determinareanoda,medianae mediadelladistribuzione.

Esempics.3 Volendoraggrupparén classii datidell'Esempioprecedente;considerard
casoin cuii dativengonaaggruppatin 10classie quelloin cuii dativengonaaggruppati
in 5 classi. Tracciarepoi, per entrambii casi,il gra®codelladistribuzionedi frequenza.
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Discuterei risultati ottenutinelle due situazioniproposte. (Perlo swlgimentodi questo
eserciziosi suggeriscéutilizzo di unfoglio elettronico).

Esempids.4 Calcolardo scartoquadraticanediodeidati dellatabellaintrodottanell'E-
sempio2 e discuterda suadeterminazion@ei due casichesi hannoa secondalelle due
diversesuddvisioniin classi.

Esempio6.5 Cosaaccadeallamedianaalla mediaedallo scartoquadratico(relativi ai
dati dell'Esempio2) seciascundatoé quintuplicato?otivarela risposta.

Esempio6.6 Cosaaccadealla medianagalla mediaedallo scartoquadratico(relativi ai
datidell'Esempio2) seciascundatoé diminuito di 2? Motivarela risposta.

Esempio6.7 Cosaaccadealla medianae alla media(relativi ai dati dell'Esempio2) se

i dati dell'ultima colonnasonoaumentatidi 10cm? Motivare la risposta. Si possono
determinaramediae mediananon sapendahei 5 dati aumentatidi 10cm appartengono
all'ultima colonna?

Esempio6.8 Descriere tre esempi, tratti dalla realta di ogni giorno, nei quali sia
utilizzatala medianala mediaaritmeticae la mediaarmonica.

Esempids.9 Silanciaundadol00volte (®sicamente usandainatavoladi numerialea-
tori). Costruireil gra®codelladistribuzionedi frequenzeaelative dei puntegygi e calcolare
la mediacampionariadopo:

1) 10lanci;
2) 25lanci;
3) 100lanci.

Esempio6.10 Nella tabellasegguentesonoriportati i dati relatvi ai titoli di studiodi
150abitantidi unacittadinaai quali erastatochiestoancheil titolo di studiodel padre.Le
classisonostatede®nitecome(E) = elementarg(M) = media,(BS) bienniosuperiore(ES)
= esamdli stato,(D) = diplomauniversitario,(L) = laureauniversitaria.La tabellamette
in evidenzaun "miglioramentoculturale” dei ®gli rispettoai padri. Giusti®carequesta
considerazione.

PADRE E PADRE M PADREBS PADREES PaADRED PADRE L

E 10 3 2 0 0 0
M 6 15 4 1 0 0
BS 4 10 8 5 1 0
ES 1 6 6 12 3 1
D 0 0 5 10 10 4
L 0 0 0 6 8 9

Esempics.11 Supponiamahequesti5 amiciabbiana seguentiredditi e risparmi:
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ReDDITO (R) RIsPARMIO ()
ANDREA 8000e 600e
BEPPE 11000e 1200e
CARLO 9000e 1000e
DARIO 6000e 700e
EUGENIO 6000e 300e

Rappresentari un pianocartesiandr, i punti corrispondentiai 5 amici e calcolarela
rettadi regressioneDarepoi unainterpretazionelei dati utilizzandoquestaretta.

Esempio6.12 Dopo aver calcolatola retta di regressionerelativa ai dati dell' Esem-
pio precedenteconsiderandd risparmio( ) dipendentedal reddito (R), dareunainter
pretazionedel coefdciente angolaredella retta: € un numero“puro” (adimensionaley
Perché?
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Capitolo 7

Probabilit nel discreto ed elementidi calcolo
combinatorio

7.1 Motivazioni

In moltissimediscipline si incontranoimportanti situazioniin cui gli esiti di fenomenio
esperimentsonoincertieil calcolodelleprobabilitaé unostrumentdandispensabil&i mo-
dellizzazionell casain cuigli eventipossibilisonoin numera®nito, cheé sostanzialmente
guelloconsideratan questablocco,richiedetecnichee linguaggioun po' menocomples-
si, e puo esserdrattatoautonomamentell Calcolodelle Probabilitanel casocontinuoe
inveceraccoltonel bloccoProbabilita nel continuo (blocco n. 18). Non & perdnecessario
separardo studio dei due casie anzi puo essereutile mantenerlicollegati nell'insegna-
mento. In questobloccoé inseritoun breve riferimentoalla distribuzionenormalecheci
sembranecessariper completaral discorsonel casodiscretoe cheverrapoi sviluppato
nelbloccoProbabilita nel continuo (blocco n. 18).

Nel Calcolodelle Probabilitasi utilizzanomolti oggettimatematiciche sonodi comune
uso anchein altri settori della Matematica. Questoconsentedi collegare naturalmente
l'insegnamentalellaprobabilitaa quellodi altri agomenti.

7.2 Prerequisiti e collegamenti

Perapprendergli algomentitrattatiin questobloccosonouitili le conoscenze le abilita
inclusein:

e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
e Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)

| contenutidi questdbloccosonofortementecollegatia:

e Probabilita nel continuo (blocco n. 18)
e Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)

41
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7.3 Contenuti e obiettivi
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Fenomeni casuali. Even-
ti. Spazio degli eventi ele-
mentari. Probabilitd di un
evento.  Criteri per I'as-
segnazione di una proba-
bilita agli eventi elementa-
ri: impostazione “classica”
e “frequentistica”. Addi-
tivita della probabilita su
eventi disgiunti.  Calcolo
combinatorio.

Eventi indipendenti. Proba-
bilita condizionata e formu-
la di Bayes.

Distribuzioni di probabilita.
Variabili aleatorie discrete:
valore atteso (0 media o pre-
visione o0 speranza matema-
tica) e varianza.  Gioco
equo. Distribuzioni discrete
di particolare importanza:
binomiale (o bernoulliana),
geometrica, ipergeometrica,
di Poisson.

Distribuzioni continue: di-
stribuzione normale, utiliz-
zando una nozione elemen-
tare di integrale.

Saperfornire esempidi esperienzé cui risultato e incerto(ad

esempiail lancio di un dado,l'estrazionedel lotto, i tempidi

attesa). Saperelencare possibilirisultati di un “esperimento”
(eventi). Sapervalutarela probabilitadi un evento,in partico-
lare saperriconoscerain eventoimpossibilee un eventocerto.
Saperfornire unarappresentaziongra®cadei possibili esiti di
un*esperimento’(gra® ad albero,diagrammidi Venn,tabelle).
Sapercostruiremodelliappropriatial problemaconsideratoSa-
perechela sommadelle probabilitadegli eventidi unafamiglia
completadi eventiincompatibilié ugualead 1. Saperesprimere
la probabilitadi un evento per mezzodi quella del suo com-

plementare Sapercalcolarela probabilitadell'unionedi eventi

non necessariamenfacompatibili. Saperusarele tecnichedel

calcolo combinatorio(disposizioni,combinazioni,permutazio-
ni) per “contare” gli elementidi un insiemee per calcolarela

probabilitadi un evento.

Saperesedue eventi sonoindipendenti.Esseran gradodi for-
nire esempdi eventiindipendenti.Conoscerd concettadi pro-
babilita condizionatee la formula di Bayese saperliutilizzare
nellarisoluzionedi problemiconcreti.

Sapercalcolarela distribuzionedi probabilitadi una variabile
aleatoriadiscreta. Saperecosaindicanoil valoreatteso,la va-
rianzae la deviazionestandarddi unavariabilealeatoria.Saper
calcolaremediae deviazionestandardli unavariabilealeatoriee
di unafunzioneelementareli unavariabilealeatoriadiscreta(ad
esempioE (X + 3); E(X 2); Var(2X)). Conoscerée proprieta
di alcunedistribuzioni discretenotevoli (binomiale, geometri-
ca, ipergeometricadi Poisson)e saperleapplicarein situazioni
concrete Sapewalutarecriticamentd giochidi sorte.

Conoscerda differenzaravariabili discretee variabili continue.
Conosceréconcettidi funzionedi densitée funzionedi distribu-
zione.Conoscerée proprietadelladistribuzionenormale.Saper
utilizzarele tavole delladistribuzionenormalestandard.
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7.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI , ridotti al.5creditinelcasaoin cuinon
vengatrattatala distribuzionenormale.

7.5 Esempi e problemi

Esempio7.1 In quantimodisi possonsederel 3 personeattornoad un tavolo?

Esempio7.2 Quantesonole coppie (ordinate)di numeri naturali, minori di 100 non
consecutii?

Esempio7.3 Dati5 puntiin un piano(atre atre nonallineati) quantitriangoli si possono
formare?

Esempio7.4 Dareun esempiadi eventiindipendentiche non sonoincompatibilied un
esempidi eventiincompatibilichenonsonoindipendenti.

Esempio7.5 Mostrarechedueeventiincompatibilie di probabilitapositivanonpossono
esserendipendenti.

Esempio7.6 Qual € la probabilita che, giocandoal lotto, su tre ruote diverse, esca
contemporaneament®@meprimo estrattal numero77?

Esempio7.7 Scommetteresul fatto che verraalmenounavoltail 4 lanciandoun dado
4 volte e “equivalente”a scommetteresul fatto cheverraalmenounavolta il “doppio 6”
lanciandoduedadi24 volte?

Esempio7.8 Qualé il giustoprezzoda pagareper far partedi un giocoin cui si pud
vincere25e unavoltasu5 e 10e conprobabilitadoppia?

Esempio7.9 Perla vittoria ®nale nel campionatadi calcio, gli scommettitoridannola
Juventusb a2 edil Milan 3 a2. Qualisonole rispettive probabilitadi vincere?

Esempio7.10 Scriverein termini insiemisticil'evento: {si veri®canoalmeno3 degli
eventiA; B;C; D}.

Esempio7.11 Si puo spiegare, usandotermini probabilistici, il fatto chela rouletteé
consideratal gioco“da casind”’menoiniquo perunoscommettitore?

Esempio7.12 E noto che unaformadi pro®lassiha la probabilitadel 90% di essere
effettiva duranteun anno. Se supponiamache da un annoad un altro gli effetti siano
indipendentidopo? annié piu probabileun successédellapro®lassi)o unsuofallimento?

Esempio7.13 Giuseppedice ad un amico 2Ho due ®gli ed almeno uno dei due
Maschio® Qual e la probabilitacheanchd'altro ®glio siaMaschio?
SeGiuseppeavessedetto 2Ho due®gli edil minore MaschioYa rispostaalla domanda
precedentsarebbda stessa sarebbaliversa?

Esempior.14 Qualélaprobabilitadi ottenere8 Testesu10lancidi unamonetegperfetta?
E sela probabilitadi Testafossedel 55% ?
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Esempio7.15 Si estraggona casoe contemporaneamentiienumeridaun sacchetto
di numeridatombola.Determinarda funzionedi probabilitadei duenumeri.

Esempio7.16 Un sistemadi allarmeé formatoda3 meccanismindipendentie cui pro-
babilitadi guastarssonop; = 0:2; po = 0:1; p3 = 0:3. Duedi essisi guastan@ causali
un cortocircuito. Qual e la probabilitachesi sianoguastatia prescinderelall'ordine del
guastoj primi due?

Esempio7.17 Giocandoa poker, € piu probabileaverein manoun full ovveroTre carte
di untipo (Asso,7,...) e Duedi unseconddipo oppureun colore ovverocinquecartedello
stessseme(Picche,Cuori,..) nonconsecutie?

Esempio7.18 ProvarecheVar(aX) = a? Var(X ) echeVvar(X + 2) = Var(X).

Esempio7.19 Discutereil signi®catodi Var(X) = 0. A chetipo di variabilealeatoria
puofarriferimento?

Esempio7.20 PudesisterainavariabilealeatoriatalecheE (X ) = Var(X) ?

Esempio7.21 SiaX unavariabilealeatoriadi tipo geometricce sianon; m > 1. E vero
cheP(X = n+ m|X > n)=P(X = m)?

Esempio7.22 Silanciundadoonesto.SiaX il risultatodi unlancio, S la sommadel
lanciodi duedadi,N il numerodi lanci effettuati per ottenerda primavolta la faccia5 .
Calcolarde distribuzionidi X ; S;N , laloro mediae la loro varianza.

Esempic7.23 Unmetodofrequentementasatoperconoscerdéa numerositaN di alcune
speciedi animalié il seguente:si catturaun certonumeron di animali,si contraddistigue
in qualchemodoogni animalecatturato- ad es. tingendoloro unazampadi vernicerossa
indelebile-esilasciangoiliberi. Dopounpo' di tempo.allorchélafaunasi & “ristabilita”,
si ripetel'operazionee si cercadi stimare,partendadal numerodi animaliconla zampa
rossacatturatiquestasecondavolta, quantovale N . L'operazionepuo essergipetutapil
volte.

Supponendalloradi ripeterel'operazionedi catturae ricatturak volte e ipotizzandoche
ogni animaleabbiala stessgrobabilitap di esserecatturato,trovare la probabilitache,
partendalaN animalisenecatturinorispettvamenteny; n,;- - - ; n, di quelli giacatturati.
Successiamente supponendmotaquestaprobabilitae di NON conoscereN , provarea
de®nireunastrateia perstimareN .

Esempio7.24 (Problemadei compleanni)Quantistudentiritenetedebbancesseregre-
sentinel cortile di unascuolaaf®nchési possascommetteréalla pari” chealmenoduedi
essisononatinello stessanesee nello stess@iorno?

(Suggerimentorricavare al calcolatorei valori della probabilitachetra n studentive ne
sianoalmenoduenatinatinello stessanesee nello stessajiorno, perdiversivalori di n da
10a100.)

Esempio7.25 Sela probabilitacheun apparecchisiadifettosoé 0:1, trovarela devia-
zionestandardielladistribuzionedegli apparecchidlifettosiperunapartitadi mercedi 400
pezzi.

Esempio7.26 Ad unesamadl voto medioé stato72 e la deviazionestandard®. Il miglior
10%degli studentisarapromossoQualéeil voto minimo perla promozione?
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Capitolo 8

Calcolo numerico esattoe approssimatoe
propagazionedegli errori

8.1 Motivazioni

In granpartedelleapplicazionidellamatematicai operacon numerireali scritti sottofor-
madi allineamentdecimali. Tali allineamentdecimalihannoguasisempre‘code” in®nite
(anchesesi trattadi numerirazionali). Nei calcoli € inveceinevitabile usaresolo espres-
sionidecimalicon“code” ®nite, spessa@on un numeropre®ssatdli cifre dopola virgola.
Quindi diventacrucialerendersicontodi qual é la “perditadi informazione”chesi subi-
scenel passaralalla conoscenzéeoricadi un numero(per esempio ) ad un suovalore
decimaleapprossimatoper esempio3:141592 E ancorpiul crucialerendersicontodella
misurain cui, nei calcoli convalori approssimatila precisionedei dati in entratasi riper-
cuotesulla precisionedel risultatoin uscita. Va segnalatainoltre I'importanzadi rendersi
contodel diversomodoin cui i matematicie gli scienziatisperimental(o gli economisti
e gli statistici)usanogli oggettie i simboli matematici. Ad esempionell'ambito di una
scienzasperimentaledare2:70 comerisultatodi unamisuraé diversorispettoa dare2:7 ,
ancheseentrambéde scritturesi riferisconoallo stessaumerorazionale Infatti, scriverela
cifra zerodopola cifra sette proprioperchénonsarebbenecessariamplica un signi®cato
ulterioreperquantoriguardala precisioneconcui é notoil dato:“sonocertocheil risultato
€2:70enon2:720 2:69. La stessaertezzenon é implicatasesi dail nunero2:7. Un
altroesempioia scrittural2: 75+ 0:05 pudaveresigni®catidiversi: in algebraessandica
l'insieme dei due numeri {12:70;12:80}, mentrecomerisultato di unamisuraessapuo
indicarel'intervallo di valori tra12:70 e 12:80, magariconunaopportunadistribuzionedi
probabilitasudi esso.

8.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendergli agomentitrattatiin questobloccoé suf®cienteavere unabuona
conoscenzaei diversiinsieminumerici(naturali,interi, razionali,reali), delle operazioni
fra i numerie delle proprietadelle disuguaglianze Pereventualirichiami e per ulteriori
approfondimentsi rinvia a:

e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
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Moduli speci®camenteorrelatisono

e Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
e Probabilita nel discreto e calcolo combinatorio (blocco n. 7)
o Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)

Andrannocurati collegamentisistematicicon le altre discipline speci®chedel corsodi
studio,neiqualisi faun uso strumentaledellamatematica.

8.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI

OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Rappresentazione decimale
dei numeri reali.

Operazioni di arrotonda-
mento e di troncamento. No-
zioni di precisione (errore) e
di cifre esatte.

Formule di propagazione
degli errori nelle operazioni
aritmetiche.

8.4 Crediti

Conosceree usarecorrettamentescritturedel tipo a = 4:82::
a~4:82a= 4:820+ 0:003

Saperapplicaren situazioniconcretde operaziondi arrotonda-
mentoe troncamentoConoscerd diversosigni®catocol quale
i termini “precisione”e “errore” vengonousatiin matematicae

in ambitosperimentale.

Saper‘calcolare”conintervalli reali. Peresempiosapendahe
a; < a< ap echeby < b< by, cosasi puddiredia+ b;a—
b;a- b;a: b? Saperscaliere la precisionedei dati numericida
inserirein unaformulain modotale da ottenereil risultatocon
unaprecisiongpre®ssata.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI .

8.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio8.1 Volendocalcolare(senzd'uso di calcolatrici)la lunghezzadellacirconfe-
renzacircoscrittaad un quadratodi lato unitario, con quantecifre decimaliesattedi e
di /2 si deve operaresesi pretendedi conoscerd risultatoconduecifre decimaliesatte
dopola virgola? E sesi pretendedi conoscerdl risultato con una precisionea menodi

0.0027?
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Esempio8.2 Un bus dell'esercitopud trasportare36 soldati. Se si devono trasportare
1128soldati,quantibussononecessari?

Esempio8.3 Un autocarropu0 trasportareun carico utile di 7 tonnellate. Dovendo
trasportardlocchidi marmo,ciascunalel pesodi 1300kg, quantiblocchipuotrasportare?

Esempio8.4 Un oggetto(per esempioun pezzodi roccia) pesa3:650+ 0:005kg e ha

unvolumedi 1:45+ 0:05dm3. Qualéil suopesospeci®co?/olendoconoscerdale peso
speci®coconmaggioreprecisioneg pit importanteeffettuarenuove e pit accuratemisure
del pesoo delvolume?

EsempidB.5 Sivuolerealizzareunrecipientedi formacubicadellacapienzali 100litri.
Determinarg(con l'uso di unacalcolatrice)la lunghezzadegli spigoli del recipientecon
unaprecisionetale chela capienzaeffettiva non si discostiper piu di 0.10litri daquella
teoricamenteichiesta.

Esempid8.6 Tutti gli strumentidi calcoloelettronicooperanaal loro internoconnumeri

scritti in base2. Nella corversionetra le duebasiun numerodecimale®nito si trasforma
sempran unnumerad‘binario” ®nito, o ci sonocasineiqualila “coda” binariapuodrisultare
in®nita? E viceversa,cosasuccedenella corversionedi un numero“binario” ®nito in
notazionidecimali?

Esempio8.7 Considerarda sequenzali comandi(implementabilisu una calcolatrice
scienti®cao suun computer):

(A) esprimerel numerol/7in formadecimale
(B) moltiplicareper8

(C) toglierel

(D) iterareventivoltei passi(B) e (C)

Ri ettere suirisultati ottenuti(tenendgpresenteche, in basealle regole dellamatematica,
al terminedi ogni ciclo si dovrebberitornareall'espressionelecimaledi 1/7).
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Capitolo 9

Geometriaanalitica piana

9.1 Motivazioni

L'uso dellinguaggioalgebricoperdescreregli oggettidellageometriag poi percalcola-
re erisolvereproblemi,e unodegli strumentidi modellizzaziongiu importantichehanno
consentitdo sviluppodella scienzae dellatecnologiamodernanel Seicentce nel Sette-
cento. Tuttorala geometriaanaliticaé uno strumentousatoin molte discipline applicate
ed e quindi importantesaperpassareonsapeolmentedallarappresentaziongeometrica
di un problemaa quellaalgebrica.e viceversa,sapendcsfruttarele caratteristicheli cia-
scunarappresentaziongsli aspettipiu elementaridel metododelle coordinatesi trovano
nel bloccoCoordinate e vettori (blocco n. 4). Nello stessdloccosi trovanole equazioni
parametrichelellaretta.In Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5) sitrovala descrizio-
nedi rettee parabolecomegra®cidi funzioni polinomiali di primo e secondgyrado. Qui
sonoraccoltialcunialtri temi di geometriganaliticapiana,in particolarela descrizionedi
curve comeluoghi di zeri di polinomi di primo e secondogrado. Non si € perdritenuto
opportunanserireunateoriageneralalelle conichee dellerettetangentiadesse.

9.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendergli argomentitrattatiin questabloccosi deve primaavereunabuona
padronanzaegli agomentitrattatiin:

e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
e Coordinate e vettori (blocco n. 4)
e Geometria euclidea del piano (blocco n. 3)

Perla partesulle coordinatepolarié utile unaconoscenzaarzialedi:
o Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)

Le conoscenzéel presentéloccodovrebberoesseresviluppatecontestualmenta quelle
di:

e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
e Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)
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poichési rafforzanoa vicenda.Molto interessantsonoanche collegamenticon:

e Geometria euclidea ed analitica dello spazio (blocco n. 13)
e Numeri complessi (blocco n. 15)

9.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI

OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Equazione della retta. Ret-
te parallele. Rette perpen-
dicolari.  Equazione del-
la circonferenza nella forma
(x—a)’+ (y—b? = r2
Retta tangente ad una cir-
conferenza. Curve descrit-
te come luogo di zeri di una
funzione di due variabili; in-
tersezione di una curva con
una retta.

Coordinate polari nel piano.
Coordinate in un sistema di
riferimento traslato, ruotato
o dilatato.

9.4 Crediti

Scriverel'equazionedi unarettaa partiredadiversitipi di con-
dizioni. Saperde®niregeometricamentka distanzara duerette
parallelee saperlacalcolarenote le equazionidelle rette. De-
scrivere analiticamentesemipiani,angoli e semplici poligoni.
Rappresentargra®camentsottoinsiemdel pianoassegnation
condizionialgebrichejn particolaresoluzionidi sistemidi equa-
zioni e disequazionlineariin dueincognite. Sapenrovarel'e-
quazionedi unacirconferenzache veri®ca determinatecondi-
zioni (ad esempio:determinard'equazionedella circonferenza
passanteer tre punti assgnati, determinard'equazionedella
circonferenzadatoil suocentroed unarettaad essatangente).
Saperscriverel'equazionedi un'ellisse,de®nitacomeil luogo
dei punti peri quali & costantda sommadelle distanzeda due
punti dati (fuochi), nel casoin cui i fuochi sonopostisuun as-
se. Analogamentesaperscrivere le equazionidella parabolae
dell'iperbolein posizionicanoniche.Conoscerde relazionitra
questecurve e le sezionidi un cono.

Equazionidi circonferenzeellissi e spiraliin coordinatepolari.
Rappresentaziorgarametricali unacirconferenzaoncentroe
raggioassgnati.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO .
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9.5 Esempi di problemi, esercizi e domande
Esempic9.1 Determinard'equazionedellarettapassant@eri puntiA = (1;2)eB =
(-1;3).

Esempio9.2 Determinard'equazionedella rettapassantgeril puntoP
parallelaallarettadi equazioneix + 2y — 1= 0.

(-21) e

Esempio9.3 Determinard'equazionedella rettapassantgeril puntoP = (1;-4) e
perpendicolarallarettadi equaziong/ = 3x + 5.

Esempid®.4 Stabiliresei puntiA = (1;3),B = (3; —1) eC = (2; 1) sonoallineati.

Esempidd.5 Datii puntiA = (1;1) eB = (2; 3), determinare vertici di tutti i quadrati
aventicomelato il sggmentoAB .

Esempidd.6 Datii puntiA = (1;1) eB = (2; 3), determinare vertici di tutti i quadrati
aventicomediagonalel segmentoAB .

Esempio9.7 Datii puntiA = (1;1) eB = (2;3), determinarél terzoverticeC di un
triangolodi areaugualea 10 e aventeun lato coincidenteconil segmentoAB .

Esempid9.8 Datii puntiA = (1;1),B = (2;3) eC = (0;5), determinarauninsieme
di condizionialgebricheveri®catedatutti e solii punti appartenentll'angolo AB C.

Esempio9.9 Datii puntiA = (1;1),B = (2;3) eC = (0;5), determinarain insieme
di condizionialgebricheveri®catedatutti e soli i puntiappartenental triangoloAB C.

Esempio9.10 Stabilireseil puntoD = (62; —1) é interno, esternco sul bordo del
triangolodi verticiA = (1;3),B = (2; —6) eC = (98;2).

Esempio9.11 Determinareper quali valori del parametrdk la rettadi equazione2x —
3y + k = 0 haintersezionenonvuotaconil triangolodi verticiA = (1;3) ,B = (2; —6)
eC = (98;2).

Esempid.12 Datii puntiA = (1;1) eB = (2; 3), determinareutti i puntiC tali cheil
triangoloAB C siaequilatero.

Esempi®.13 Trovareil luogodeicentridellecirconferenzéangentiaduecirconferenze
assgnate.

Esempidd.14 Determinard'equazionedellacirconferenzaventecentroC = (—1;1) e
tangentallarettadi equaziong/ = 2x — 1.

Esempio9.15 Datii puntiA = (1;1),B = (2;3) eC = (0;5), determinarde con-

dizioni algebricheveri®cateda tutti e soli i punti interni alla circonferenzgassantgeri
puntiA,B eC.

Esempic9.16 Datii puntiA = (1;1),B = (2;3) eC = (0;5), determinard'area del
triangoloAB D dove D éil puntodi intersezionalellerettetangentinei puntiA e B alla
circonferenzgassantperA, B eC.

Esempic®.17 Datalarettar : x + 2y + 1 = 0, determinareutte le retteaventidaessa
distanzaugualea 2.
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Esempi®.18 Rappresentargra®camentée soluzionidel sistema

X+y+1>0;
x+y=0:
Esempi®.19 Rappresentargra®camentée soluzionidel sistema
2X—y—1>0;
x—-3>0:
Esempi®.20 Rappresentargra®camentée soluzionidel sistema
(X —2)?+ (y—2)?< 4
x+y>0:

Esempid®d.21 Determinard'equazionedell'ellisseaventei fuochineipuntiF, = (0; 3),
F, = (0; 1) el'assemaggioredi lunghezzat.

Esempio9.22 Dato un sistemadi corrdinatepolari (; #), rappresentaré punti che
veri®canociascunalelle sgguenticondizioni:

= 3; < 3; #=3; # <3 = 3#:
Esempid®d.23 Disegnarela curvaaventeequazionex = 1+ 2cos# ,y = —3+ 2sin#.

Esempio9.24 Veri®careseil triangolodi vertici i puntiA = (1;1),B = (2;3) e
C = (0;5) é acutangolorettoo ottusangolo.
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Capitolo 10

Dalla trigonometria alle funzioni
trigonometriche

10.1 Motivazioni

Nozioni elementaridi trigonometria,quali la misuradi angolie la “risoluzione” di trian-
goli, hannoapplicazioniin problemipratici (ad esempio:topogra®anautica,astronomia,
etc.) e vengonautilizzateancheperil calcoloconi vettori, perle coordinatepolarie perla
rappresentaziongei numericomplessi.Le funzionitrigonometrichesonoperoimportanti
nontantoperlaloro relazioneconi lati e gli angolidi untriangolo,quantoperle loro spe-
ciali proprietachele rendoncstrumentifondamentalperla modellizzazionelei fenomeni
periodici,comequelli chesi incontranan molti problemidella®sicae dell'ingegneria(ad
esempiomoti armonici,moti planetari fenomeniondulatori). E necessariguindi chegli
studentiacquisiscanoaccantaall'idea di funzionetrigonometricadi un angolo,l'idea di
funzionetrigonometricade®nitanell'insiemelR dei numerireali.

10.2 Prerequisiti e collegamenti

Padronanzalegli argomentitrattatiin:

e Geometria euclidea del piano (blocco n. 3)
e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

Risultaparticolarmenteorrelato

e Numeri complessi (blocco n. 15)
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Idea intuitiva di lunghezza
di un arco di curva. Misu-
ra di un angolo in radian-
ti. Funzioni trigonometri-
che di un arco (angolo): se-
no, coseno, tangente. Fun-
zioni trigonometriche inver-
se. Identita trigonometriche
fondamentali.

Proprieta elementari del-
le funzioni trigonometriche
(parita, disparita, periodici-
ta, limitatezza). Grafici del-
le funzioni trigonometriche
e loro simmetrie. Formule
di addizione del seno e del
Ccoseno.

10.4 Crediti

Sapercorvertirela misuradi unangolodagradiaradiantie vice-
versa. Saperindividuarei valori delle funzioni trigonometriche
di alcuniangoliparticolarisenzaricorrerealla calcolatrice.Sa-
perutilizzarein modoappropriatda calcolatriceperindividuare
i valori dellefunzionitrigonometrichedi un angologenericoe i
valoridellefunzionitrigonometrichénverse.Conoscerde iden-
titasin? + cod = lesin=cos = tan . Sapeuwtilizza-
re funzioni trigonometrichenote di un certoangoloper trovare
funzionitrigonometrichali altri angoli(complementaresupple-
mentare ecc.). Saper‘risolvere” un triangolorettangolo. Dati
duelati di untriangoloe I'angolo compresosaperdeterminare
il terzolato.

Sapertracciaree riconosceré gra®ci delle funzioni trigonome-
triche e di funzioni dellaformaf (cx), cf (x) dovef eunafun-
zione trigonometrica. Saperutilizzare le proprietaelementari
delle funzioni trigonometricheper risolvere sempliciequazioni
e disequazioni. Sapertrasformareopportunamentespressioni
trigonometriche.Conoscerde formule di addizionedel senoe
del cosence saperleutilizzareperricavaresemplicirelazionitra
le funzionitrigonometriche.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI . Posson@sserasufdcienti0.5crediti
segli studentisonopadronidei prerequisitie hannoaffrontatol'argomentonella scuola
superiore Altrimenti pudesseraecessarianimpegnomaggiore.

10.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempidl0.1 Sumoltecalcolatriciscienti®chesonodisponibilitretastiperle misurean-
golari: radianti,gradi(sottintesaessagesimali), gradicentesimal{di usomenofrequente).
Determinarel senodi 1 radiantedi 1 grado,di 1 gradocentesimale.

Determinargoi il senodi unangolodi 57 17°44% Si otterraun valoremolto vicino ad

uno deivalori gia trovati in rispostaalla domandgprecedenteFornire un'interpretazione

di questdfatto.

Esempiol0.2 Sex éespressin radiantiex > 0, dire seé veroo falsochesinx < x:

MATTONCINI-finale
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Esempiol0.3 Dimostrareche:
¥Yx €IR cosk+ )= —cogx) e sin(x+ )= —sin(x):
Esempiol0.4 Calcolareil valoredi

sinZ —cog-5)
tan?4 +sin(-2 )’

Esempiol0.5 E univocamenteleterminatd'area di un triangolochehaduelati di lun-
ghezzaispettvamentea e b e l'angolo compresali ampiezza ? PerchéQuantovaletale
area?

Esempiol0.6 In un parallelogramma lati misurano2 e 3 e un angolo =5. Quanto
misurande diagonali?

Esempiol0.7 Trovareil periododelle seguentifunzioni:

f (x) = sin(3x)
f(x) = 2sin(} + g)
f (X) = sinx + sin5x

Esempiol0.8 Tracciarel gra®codelle seguentifunzioni:

e f(X) = cos2x
o f(X) = sin|x|

o f(x) = 2sin(x+ 3)

Esempiol10.9 In ®gurain ®gura 10.aé rappresentatd gra®codi una funzioneche
appartienaillafamiglia

asinbx:

Trovarei dueparametria e b, sapend@heb & un numerointero.

0.5 5

\

Figural0.a Gra®codellafunzionea sin bx

Esempiol0.10 Risolverele sgguentiequazionie disequazioni:

V3

: 1 1
sinx = > COSX < - tan?x < 1 COSX < ~1 COSX = X:
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Esempiol0.11 Qualedelleseguentiaffermazionié corretta?

e perognix € IR valesin(2x) = 2sin(x).
e nonesistex € IR taleche sin(2x) = 2sin(x).
¢ nessunalelle precedentaffermazionié corretta.

Esempiol0.12 Riconosceregiusti®candda rispostasei segguentienunciatisonoveri o
falsi:

(1) vxVvy valecos + y) = cosf) + cogy):
(2) Ix talechevy valesin(x + y) = sin(x) + sin(y):

Esempidl0.13 Esprimerén funzionedicos; cos ;sin; sin le seguentiespressioni:
co{ — ) sin( + ) sin2 cos2:

Esempiol0.14 Unadelleseguentiespressiong ugualea sin?t perognit € IR. Quale?

1+ cos2t 1+ sin2t 1 — cos2t 1-sin2t,
2 2 2 2
Esempiol0.15 Scrivere cosx + v/3sinx nellaforma A cosx + ), doveA e sono
costantiopportune.

Pitlin generaledeterminared e tali che
acosx + bsinx = Acogx + ):

Esempiol0.16 Utilizzando un software opportuno,diseggnareil gra®codella funzione
sSin9x + sin11x:
Quali considerazionsuggeriscéa formadel gra®coottenuto?
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Capitolo 11

Progressioniaritmetiche e geometriche funzioni
esponenzialie logaritmiche

11.1 Motivazioni

Le funzionibasilaridi tuttala matematicasonosostanzialmentsolodi tre tipi:

o funzionipolinomiali
¢ funzioniesponenziali
¢ funzionitrigonometriche.

Piu speci®camentte funzioni esponenzialintervengonanellamodellizzazionelei princi-
pali fenomenidi accrescimento di decadimentoin tutti i settoridisciplinari, dalla®sica
alla chimica,alla biologia, all'economia,... Quindi unaconoscenzapprofonditae sicura
delle funzioni esponenziale delle loro inverse(ossiadelle funzioni logaritmiche)é in-
dispensabilger chiunque e a qualunqudivello, abbiaa chefare contali problematiche
nell'ambito dei suoistudiuniversitari.

11.2 Prerequisiti e collegamenti

Per poter affrontare con successayli argomentitrattati in questoblocco € opportuno
conoscere:

e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

Le funzioni esponenziale logaritmo sonodi uso correntenell'analisi matematicae in
particolarein:

e Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
e Probabilita nel continuo (blocco n. 18)
e Equazioni differenziali (blocco n. 20)
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Progressioni aritmetiche e
geometriche. Funzione es-
ponenziale su IN.

Definizione di potenza con
base reale positiva ed espo-
nente razionale (positivo o
negativo). Funzione espo-
nenziale su Z e su Q.

Definizione di potenza con
base reale positiva ed espo-
nente reale (positivo o ne-
gativo) facendo ricorso ad
una definizione (informale)
di continuita della funzione
esponenziale.

Invertibilita della funzione
esponenziale: la funzione
logaritmica.

Terminologia e regole di
calcolo.

Coordinate logaritmiche.

Interpretarele progressioniaritmetichee geometrichecome funzioni

de®nitesu IN, a valori in IR e sapernadisggnarei gra®ci, con parti-
colare attenzionealle progressioniaritmetichedi termineiniziale O e

alle progressiongeometricheli termineiniziale 1. Conoscendalcuni

terminidi unaprogressionesapertrovaregli altri.

Conoscerde motivazioni e le modalitadi estensionalella funzione
esponenzialelaIN a Z e successiamentea Q e sapernalisggnarei
gra®ci.

Conoscerde motivazioni e le modalitacon cui la funzioneesponen-
ziale puo essereulteriormenteestesada @ ad IR. Sapereche per la

funzione cosi estesacontinuaa sussisterda relazionefunzionalegia

nota: f (x) = f(0) - g* (conq = ragionedella progressionepppure
f(x+y)=1(x)-f(y).

Saperdisgnareil gra®codellafunzionelogaritmo. Saperoperarecon
le funzioni esponenziale logaritmoperrisolveresempliciequazionie
disequazioni.

Conosceree saperutilizzare la proprietadella funzionelogaritmoche
corrispondealla proprietacaratterizzantelella funzioneesponenziale:
log(x - y) = logx + logy. Conosceraunade®nizionedel numero
e. Esseran gradodi scaliere la basepiu opportunan relazionealla
situazionee al problemadarisolveree conosceréa formulaperil cam-
biamentadi base.Saperutilizzarela calcolatriceperdeterminarevalori
dellefunzioniesponenziale logaritmo.

Saper‘linearizzare” funzioni polinomiali o esponenzialiutilizzando
coordinatdogaritmiche.
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11.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO.

11.5 Esempi di problemi, esercizi e domande.

Esempidll.1 Disegnarejn unsistemali riferimentocartesianoil gra®codellafunzione
f (x) = 2x. Nello stessaistemadi riferimentodisegnarepoi, senzaarecalcoli, i gra®ci
dellefunzionif (x) = 2x + 1,f (x) = —2x,ef (X) = 2(x + 1).

Esempidll.2 Disegnarejn unsistemali riferimentocartesianoil gra®codellafunzione
f (x) = 2*. Nello stesscsistemadi riferimentodisegnarepoi, senzafarecalcoli, i gra®ci
dellefunzionif (x) = 1+ 2%, f(x) = 26*D ef (x) = 2 *.

Esempidll.3 Disegnarejn unsistemali riferimentocartesianoil gra®codellafunzione
f (x) = logx. Nello stessaistemali riferimentodisgynarepoi, senz&arecalcoli, i gra®ci
dellefunzionif (x) = log(—x), f (x) = 1+ logx, f (x) = log(2x) ef (x) = log(x + 1).
Esempioll.4 In ®gurall.ae rappresentatd gra®codi unadelle seguentifunzioni.
Quale?

Y

Figurall.a

e X —¢ e X+ e eX—-e+1 e *+e -1
Esempiall.5 Everoche 2X < 3¥ perognix € IR?

Esempioll.6 Sapendccheil puntoP = (c;3) appartieneal gra®co della funzione
f (x) = 2%, determinare.

Esempiall.7 Indeterminateondizioni,il numerodi uncertotipo di batteritriplica ogni
duegiorni. Sela crescitaeé esponenzialeguale I'aumentopercentualelopo6 ore?E dopo
18ore?

Esempioll.8 Si stimachela popolazionemondiale,attualmentedi circa 6 miliardi di
individui, aumentidell' 1:7% all'anno. Supponendaheil tassodi crescitarimangain-
variatonel tempo,calcolareentroquantiannila popolazioneaddoppieraguadruplichera,
decuplichera.
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Esempioll.9 Un capitaleéinvestitodalungotempoaduntassa®ssodi interesseannuo
del 5%. Seattualmentel capitale,aumentatalegli interessimaturati,e di 74500e, qual
eral'ammontaredel capitalel0 annifa? Determinardalevalorenei duecasi:

- senzaeinvestimentalegli interessi(capitalizzazionesemplice)

- conreinvestimentalegli interessiogni anno(capitalizzazioneomposta).

Esempiall.10 |l tempodi dimezzamentdel Carbonio(**C) &di circa5730anni. Dopo
guantianniunadataquantitadi taleisotoposi sararidottadel 5% ?

Esempioll.11 Una popolazioneA e formatada 1 000 000 individui e crescead un
tassodel 6% annuo.Un'altra popolazioneB é formatada 1 350000 individui e crescead
un tassodel 3:5% annuo. Entro quantiannila popolazioneA diverrapiu numerosalella
popolazioneB?

Esempioll.12 Risolverele disequazioni

1 2
Iogsx+§<0 e Xt > 1L

Esempioll.13 Rappresentaré numero,/10r 2 sullascalalogaritmicain ®gurall.b.

1 r 10 100 1000
Figurall.b 1 — 1 1

Esempioll.14 In ®gurall.cé rappresentatd gra®codellagrandezza in funzione

dellagrandezzay, utilizzandosull'assedelle ordinateunascalalogaritmica(di basel0) e
suquelladelleascissainascalalineare.Esprimerep in funzionedi q.

Figurall.c 0 2
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Capitolo 12

Spazivettoriali e matrici

12.1 Motivazioni

Molte attivita dellavita realee dellamatematicgpossonaessergicondottea leggi cheas-
sociancadun insieme®nito di variabili un altro insieme®nito di variabili. Le piu semplici
leggi di questatipo sonole trasformazioniineari. Perunaloro effettiva conoscenza in-
dispensabil@vereun‘ideabenchiaradellastrutturadi spaziovettorialedellinsiemelR",
formatodalle ennupledi numerireali, conle operaziondi sommae di moltiplicazioneper
un numeroreale. Perdescrverele trasformazionlineari sonodi fondamentalémportan-
zale matrici conle quali si realizzanaalgoritmi utili perla deteminazionelelle eventuali
soluzionidi sistemidi equazioniineari. Persempli®care calcoli & spessautile esprimere
le trasformazionilineari in particolarisistemidi coordinate. A cio € legatoil problema
della diagonalizzazionelelle matrici per mezzodi matrici invertibili. In molte situazioni
applicatve, nggli spazivettoriali che si consideran@ presentén modonaturaleunano-
zionedi distanzachesi descrve algebricamenteonil prodottoscalareln casiimportanti
le trasformazioniineari, in un opportunosistemadi coordinateortogonali,si comportano
in modomolto semplice. Pertrovare questisistemidi coordinateoccorrediagonalizzare
matrici a coef®cienti reali permezzodi matrici ortogonali.Lo studiodegli spazilR? e IR®
haun'immediatainterpretazionggeometrica.Quest'ultima,a suavolta, aiutaa compren-
derela strutturadi IR" pern numerointero maggioredi 3. Pertantdo studiodell'algebra
linearee dellageometrizanaliticadel pianoe dello spaziosi integranoa vicenda.

12.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendergli argomentitrattatiin questabloccosi deve primaavereunabuona
padronanzali:

e Coordinate e vettori (blocco n. 4)
E molto utile svilupparde conoscenzdi questabloccocontestualmenta quelledi:

e Geometria euclidea ed analitica dello spazio (blocco n. 13)
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In particolare g utile svilupparda capacitadi passarelalladescrizionggeometrica quella
algebricadi trasformazionke sottospazi.

12.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI

OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Gli spazi IR?; IR®; IR" come
spazi di vettori. Spazi vet-
toriali sui reali. Combina-
zione lineare; vettori linear-
mente dipendenti e indipen-
denti. Sottospazi vettoriali e
sottospazi affini; insieme di
generatori di un sottospazio.
Basi, dimensione.

Trasformazioni lineari tra
spazi vettoriali. Nucleo
e immagine. Matrice as-
sociata ad una trasforma-
zione lineare.  Autovalo-
ri, autovettori e autospa-
zi. Diagonalizzazione di ma-
trici quadrate a coefficien-
ti reali. Prodotto scalare e
diagonalizzazione di matri-
ci simmetriche a coefficienti
reali.

Algebra delle matrici. No-
tazione matriciale per i si-
stemi lineari. Descrizione
dell’insieme delle soluzioni
di un sistema lineare. Al-
goritmi per trovare le so-
luzioni di un sistema linea-
re. Determinante, matrice
inversa.

Saperveri®careseun insiemeassgnatocon dueoperazionias-
seggnateé uno spaziovettoriale. Con particolareriferimentoa

IRZ; IR®; IR": datoun insiemedi elementidi uno spaziovetto-

riale, sapeweri®caresesonolinearmentendipendentie sesono
generatordello spaziovettoriale;saperveri®careseun sottoin-
siemeassg@natodi uno spaziovettorialee un sottospaziosetto-

riale e, in casoaffermativo, sapernaleterminarainabase;saper
determinaraunabaseper l'intersezionee unabaseper la som-

madi due sottospaziettoriali assgnati; saperveri®carese un

sottoinsiemeassgnatodi uno spaziovettorialeé un sottospazio
af®ne.

Saperveri®carese unatrsformazionetra due spazivettoriali €
lineare.Sapereterminarainabaseperil nucleoe unabaseper
l'immaginedi unatrasformaziondineare.Saperechel'autospa-
zio corrispondentad un certoautosalore € un sottospaziovet-
torialechela trasformazionenandan sestessce nel qualeessa
agiscecomeunadilatazione.Saperdeterminareautovalori, au-
tovettori e autospazdi unatrasformaziondinearedi unospazio
vettorialein se stesso.Saperdiagonalizzarequandopossibile,
unamatrice quadrataa coef®cienti reali. Saperdiagonalizzare
unamatricesimmetricaa coef®cientireali permezzodi unama-
trice ortogonale Saperdeterminaréasiortonormalidi IR" e di
suoisottospazvettoriali.

Sapericonoscerein'equazione un sistemdineare.Saperscri-
verein formamatricialeunsistemdineare.Sapercalcolaresom-
mee prodottidi matrici. Saperapplicarde proprietadelleopera-
zioni tra matrici perrisolveresempliciequazionimatriciali. Sa-
perechel'insieme delle soluzionidi un sistemdineareomoge-
neoe uno spaziovettoriale. Saperdescrverele soluzionidi un
sistemalineare utilizzandoil linguaggiodegli spazivettoriali.
Saperdeterminarde eventualisoluzionidi un sistemalineare,
peresempidrasformandadl sisteman un sistemaascaliniad

(continug
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essoequivalente. Sapercalcolareil determinantes il rangodi
unamatrice peresempidrasformandda matricein unamatrice
a scalini. Sapereguali matrici sonoinvertibili e sapercalcolare
la matriceinversa.

12.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 3 CREDITI . | creditisonoriducibili sesi studiail
solospaziovettorialelR" o seci si limita alla solaalgebradelle matrici.

12.5 Esempi di problemi, esercizi e domande
Esempiol2.1 Sianou, v due vettori di uno spazio vettoriale V sui numeri reali.
Determinardutti i vettorix di V veri®cantila condizione

3u+ 2x = 5v:

Esempiol2.2 SiaV lo spaziovettorialedei polinomi nella variabilex di grado< 2.
Mostrarechei vettori

vi=1l wv=x2-2 vzg=x?-—x

- sonolinearmentendipendenti
- generano/.

Esempiol2.3 Sia S(IR; 2) I'insieme delle matrici simmetrichedi ordine2. Veri®care
cheS(IRR; 2) & un sottospaziwettorialedello spaziovettorialedelle matricidi ordine2 a
coef®cientireali e determinarneinabase.

Esempiol2.4 Siadatoil sistemadi equazioniineari:

X1+ 2Xo+ X3 —X4 = 0O;
X1 —Xo+ X3+ Xy4
2X1 + Xo + 2X3

0
0:

Dimostrareche I'insieme delle soluzionidel sistemaé un sottospaziovettorialedi IR* e
determinarn@inabase.

Esempiol2.5 Sianodatii seyuentisottospaziettorialidi IR*:

V = {(X1;X2;X3;Xs) € R*| X1 + Xo + 2X3 + X4 = O}

W = {(x1;X2;X3;X4) € IR* | x3 = x4 = 0}

Determinarebasidi V, W,V "W,V + W.
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Esempiol2.6 Sia®ssatoun sistemadi riferimento cartesianmello spazio. Sia datoil
piano diequazioneartesiana+y+ z = Oelarettadi equaziontcartesiang = 2y = 3z.
Datoun puntoP = (x;y;z) dello spaziosiaP = (x%y®% z% la suaproiezionesul piano

parallelaallarettar. Siadatala funzionef : R® — R? cheassociallaterna(x; y; z)
dellecoordinatedi P laterna(x® y% z9 dellecoordinatgx® y% z% delpuntoP°. Veri®care
chef &unatrasformaziondinearedi IR® in sestessoDeterminarda matriceA associata
af relatvamentealla basev, = (1;0;0), vo = (0;1;0), vz = (0;0;1). Determinare
basidel nucleoe dell'immaginedi f . Veri®caresela trasformaziond & diagonalizzabile.
In casoaffermatvo determinarneuna basedi autovettori. Veri®carese la matrice A é
diagonalizzabilgoermezzodi unamatriceortogonale.

Esempiol2.7 Affrontareil problemaprecedenteonsiderandoal postodellafunzione
f , lafunzioneg determinatalallaproiezioneortogonaledi P sul piano .

Esempiol2.8 Siaf : IR® — IR latrasformaziondinearede®nitada
f(1,0,0)= (0;1,-20); f(0;1,0)= (1;1;3-1);  f(0;0;1) = (1;0;5;—1):

- Calcolaref (x;y; 2).
- Determinaregli insiemiE = {x € IR®: f(x) = (-2,11—-121)} eF = {x € R®:
f(x) = (1;1,1,0)}.
- Descrvereil sottospaziwvettorialenucleodi f .
- Scriverela matriceassociatalla trasformaziond rispettoalle basicanonichedi IR® e
IR*.
Esempiol2.9 Scrivereperestesda matricedi ordine4
A=(a;) con a =i-j:
Esempiol2.10 Datele matrici

_ (12 _ [ —-12=3)\ .
A= <34) B = <1=5 3 >
perciascunalelle sgguentiequazionimatriciali, determinarduttele matrici X di ordine2
chesonosoluzioni.

A+ X = B;
A-X =B X;
A- X=X A:

Esempiol2.11 Siadatala matrice

- (13).
A= (O 2) .
Determinardutti i numerirealih peri quali esistonamatrici X nonnulle formatedadue

righe e unacolonnaveri®cantila sgguenteequazionenatriciale:

AX = hX:
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Esempiol2.12 Siadata,al variaredel parametrdh nei numerireali,la matrice

(1 h}y.
A‘<1=22=3)'

Determinardutti i valori del parametrd peri qualié validala seguenteproprieta:
A-B=A.C seesoloseB = C;
dove B e C sonomatricidi ordine2.

Esempiol2.13 Dire see veroo falsochela terna(—1; —3; 5) & soluzionedel sistema
Ax = b, dove
111
A=1011 b=12
101
Esempiol2.14 Sianov = (X1;Y1) ew = (X2;Y2) duesoluzionidel sistema

X—y=0
X+ 3y=0:

Mostrarecheanche2v — w e soluzione.

Esempiol2.15 Determinarde soluzionidel seguentesistema:

X+2y+3z= 2=3;
y+ 2z = =3
X+y+z = -1=2

Esempiol2.16 Determinarde soluzionidel seguentesistema:

X+2y+3z = 253
y+ 2z = =3
2x+ 5y + 8z = —1=2

Esempiol2.17 Determinarde soluzionidel seguentesistema:

X+ 2y+ 3z
y+ 2z = =3
2x+ 5y + 8z = —5=3

1

Esempiol2.18 Eccoil valore proteicodi 100 grammidi alcuni alimenti. Pasta: 368
kcal, carnedi vitello: 92 kcal, lattuga: 14 kcal, mela: 45 kcal. Determinarde diete(cioele
guantitadei singoli alimenti) chedianoun apportocaloricodi 1500kcal, costituiteda300
grammicomplessii di alimenti,dei quali120grammidi frutta e verdura.
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Esempiol2.19 Calcolareil determinantelellaseguentematrice:

1220000
0130000
0020000
A=]10001000
0001200
0002110
0002235

Esempiol2.20 Calcolarel rangodellaseguentematrice:

0220000
0330000
0000000
A=10001000
0002000
0002100
0002235

Esempiol2.21 Trovaregli autosalori ei corrispondentautospazdellamatrice

5-6 -2
1 0-1
2-6 1

Esempiol2.22 Determinare tre autosalori dellamatricesimmetrica

1 1 0
A=11 2-1
0-1 1

Perognunodi essideterminaraun autovettore. Mostrarechetali autovettori formanouna
basedi IR®. ScrivereunamatriceortogonalechediagonalizzaA.
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Capitolo 13

Geometriadello spazio;rappr esentazionealello
spazionel piano

13.1 Motivazioni

Noi viviamoin unarealtatridimensionale Gia questasolaconstatazionéovrebbeessere
ampiamentesuf®cienteper motivarel'esigenzadi unatrattazionematematicalelle princi-
pali proprietageometrichalello spazio.A cio si aggiungel fattochele rappresentazioni
visive delle ®gure tridimensionalimplicanoun passaggialallo spazioal piano(siaesso
concretamenteealizzatosottoformadi unaporzionedellaretinadei nostriocchi,o di una
lastrafotogra®ca,o di unfoglio di carta). Trattandosdi un argomentoestremamentam-
pio e articolato,ma purtroppospesscemaginatoo del tutto ignoratonell'insegnamento
secondarioguestoblocconon hala pretesadi proporreun‘'esposiziongigorosaed esau-
stiva, quantopiuttostodi richiamarel'attenzionesu un numerolimitato di aspettibasilari
di geometridridimensionalesiasinteticacheanalitica,suscettibilidi ulteriori approfondi-
menti. I| bloccodovrebbeesseratitile, in particolare a chi deve visualizzaree progettare
in 3 dimensioni(ingegneri,architetti,computergra®ca).

Alcuni elementidi geometriadello spaziocompaionagia nel bloccoCoordinate e vettori
(blocco n. 4).

13.2 Prerequisiti e collegamenti

Per poteraffrontarecon successdo studiodi questoblocco é indispensabilainabuona
padronanzaegli agomentibasilaridellageometriasintetica(euclidea)del piano,nonché
dellageometriaanaliticadel piano,comespeci®catan:

e Geometria euclidea del piano (blocco n. 3)
o Coordinate e vettori (blocco n. 4)

Perla partedelle coordinatecilindriche e polari occorreconoscerée nozionidi senoe co-
senadi unangolo,manone necessarita conoscenzdi tuttoil bloccoDalla trigonometria
alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10).

Particolarmentesorrelatoalla geometriaanaliticadello spaziorisulta

e Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)

67
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Rette e piani dello spazio e
loro mutue posizioni: pa-
rallelismo e perpendicolari-
ta tra rette, tra piani, tra ret-
te e piani. Angoli diedri e
angoloidi.

Isometrie e similitudini nello
spazio; il teorema di Talete
nello spazio.

Prismi, piramidi, sfere, ci-
lindri e coni.

Coordinate cartesiane nello
spazio.

Equazioni di una proiezio-
ne parallela dei punti del-
lo spazio secondo una di-
rezione prefissata. Equa-
zioni della proiezione da un
punto.

Superfici nello spazio. Coor-
dinate cilindriche e polari
nello spazio.

13.4 Crediti

Proprietadelle relazioni di parallelismoe di perpendicolarita
nello spazio.Esistenzali coppiedi rettesghembeMisuradelle
ampiezzeangolaritra duerette,tra duepiani, tra unarettae un
piano.

Proprietadelle traslazioni,delle rotazioniintornoad unarettae
delle simmetrierispettoad un piano.

Conoscerée formuleperil calcolodeivolumidi prismi, pirami-
di, sferecilindri e coni. Sapelindividuarele geodeticheali sfere,
cilindri e coni.

Equazionicartesianeli pianie di rette. Equazionidi traslazioni,
di rotazionirispettoad un assecoordinatodi simmetrierispetto
ad un piano coordinato. Equazioniparametricheli rette dello
spazio.

Sapereche nelle proiezioni parallelesi consera |'allineamen-
to di punti e il parallelismotra rette, ma non la perpendico-
larita. Sapereche nelle proiezioni da un punto si consera
I'allineamento.

Equazioni di semplici super®ci (sfere, cilindri), anche in
coordinatecilindriche o polari.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1.5 CREDITI .

MATTONCINI-finale
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13.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempial3.1 Disegnarecorrettamentéamanoo al calcolatoreunasfera,evidenziando
equatorepoli, alcuniparallei,alcunimeridiani.

Esempiol3.2 Cosasi ottieneintersecandainasferacon un piano? E intersecandalue
sfere?

Esempiol3.3 Intersecandain angolodiedroconun pianosi ottieneun angolo la cui
ampiezzavariaa secondalelle mutueposizionidel diedroe del piano. Entro quali limiti
puoOvariarel'ampiezzadi ?

Esempiol3.4 Qualitrai seyuentipoligoni si possonmttenerecomeintersezionedi un
cuboconun piano?

- Un triangoloequilatero

- Un triangolorettangolo

- Unrettangolo(chenonsiaun quadrato)

- Un pentagono

- Un esagono

Esempiol3.5 Descriveretuttele possibilimutueposizionidi tre pianidistinti, in termini
di incidenzae parallelismo(classi®cazion@f®ne).

Esempiol3.6 Calcolarel volumedeltetraedraegolaredi spigolol.

Esempiol3.7 Individuarela posizionedel puntoP sull'altezzadi un conoin modoche
il pianopassantperP e paralleloallabasedel conodividail conoin duesolidi di uguale
volume.

Esempiol3.8 Determinard'equazionedel pianoparalleloal piano3x —4y + 5z = Oe
passantgeril puntoP = (1;—1;0).

Esempidl3.9 Determinarde equaziondellarettaperpendicolaral piano3x —4y+ 5z =
0 e passanteril puntoP = (1; —1;0).

Esempiol3.10 Determinard'equazionedi un pianoperpendicolaral piano3x — 4y +
5z = 0 epassantgeril puntoP = (1; —1;0).

Esempiol3.11 | due piani di equazionex — 3y + 2z = 5ex + y+ z = 4 sono
perpendicolari?.a loro rettaintersezione passageril puntoP = (2; —2;4)? Scriverele
equaziondellarettaparallelaadr e passant@erl'origine.

Esempiol3.12 Disegnaun solido chevisto da soprae di fronte appaiacomein ®gura
13.a.

Esempiol3.13 Si considerila proiezioneparalleladello spaziotridimensionale,con
coordinate(x; y; z) sul pianocoordinatoz = 0 secondda direzionedell'assez. In tale
proiezione esistonasegmentidello spaziola cui lunghezzaestainvariatanellaproiezio-
ne?E sggmentila cui lunghezzaliminuiscenellaproiezione” seggmentila cui lunghezza
aumentanella proiezione?(In casodi rispostaaffermatia, si dia un esempio;in casodi

rispostanegativa, senedia unamotivazione).
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da sopra di fronte

Figural3.a

Esempiol3.14 Sia lacurvaottenutasezionandda sferadi centrol'origine e raggiol
conil pianoz = y. Qualé I'equazionedellaproiezionedi sul pianocoordinatoz = 0
secondda direzionedell'assez ?

Esempiol3.15 Disegnarele super®cidescrittein coordinatecilindriche dalle equazioni
r2=z-1; r=z-1, r=2cos :

Esempiol3.16 Scriverel'equazionedella super®cieche si ottieneruotandola rettadi
equazioni

x=1
y—2z+3=0

attornoall'assez.
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Capitolo 14

Preliminari al Calcolo: processdi
approssimazionee intr oduzioneai numeri reali

14.1 Motivazioni

Tuttal'Analisi e fondatasu maggiorazioniprocessidi approssimazione limiti, e I'esi-
stenzadi questilimiti dipendedalla proprietadi continuitadei numerireali. Attraverso
opportuniprocedimentidi approssimazionsi introduconoin particolareanchei concetti
di derivatae integrale. Pertrovarele funzioni derivateo le primitive si hannoperoanche
“regole” di calcolo,la cui potenzae semplicitad'uso pud portarea metterein ombrail si-
gni®catoeil ruolo dell'approssimazione delle stimee a far risaltaresoprattuttd'aspetto
algebricodell’Analisi Matematica. Si ritiene inveceche questoaspettodebbaaccompa-
gnarsiadunasolidapadronanzalmenodi alcuniesempiassaisemplicidi approssimazio-
ne,comequelli chesonoappuntadescrittinelmattoncingresenteTali esempsonoanche
I'ambito naturalenel qualegli studentipossonaaggiungerauinaconoscenzatuitiva dei
numerireali e in particolaredella proprietadi “continuitadellaretta” e dellarelazionedi
guesteconl'esistenzadeilimiti. Unade®nizioneassiomaticaleinumerireali,chein parti-
colarecatturila proprietadi continuitain qualcheforma, puoessereaccompagnataquesti
obiettivi ma si ritiene che non sia strettamentaecessarien questostadio,e non € stata
inclusa.La sitrovainvecenel bloccoDerivata, nel sottogruppaomplementi e fondamenti
teorici .

14.2  Prerequisiti e collegamenti

Periniziareadacquisirde conoscenzendicatein questanattoncinaoccorresapercalcola-
re consicurezzanell'ambitodeinumerirazionali,utilizzandola rappresentaziorgecimale
ele frazioni, e conl'ausilio, quandcopportunodi unacalcolatricetascabile Occorreinol-
tre sapemrappresentarenumerisullarettae, peralcuniargomenti,bisognaaverequalche
elementadi conoscenzdel pianocartesian@ dellarappresentaziongei gra®cidi sempli-
ci funzioni, in particolaredei polinomidi primo e secondarado.Quindi é suf®cienteuna
padronanzalmenoparzialedegli argomentitrattatiin:

e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
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anchese conoscenz@it ampieconsentondai considerarain maggiornumerodi esempi
signi®catvi, comeindicatoin alcunedomandee problemi.
Moduli particolarmenteorrelatisono

e Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
e Derivata (blocco n. 16)
e Integrale (blocco n. 17)

Un corsodi calcolodifferenzialee integraledovrebbecomprender¢utte le conoscenzen-
dicatein questdblocco.Tali conoscenzéannotuttavia unaloro autonomaonsistenza si
possongadronggiareanchendipendentemeni@alloro svilupponelcalcolodifferenziale
eintegrale.

14.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Approssimazione di soluzioni Conoscereinaproceduraadesempigerbisezionei intenvalli,

di equazioni per approssimare/2 con due successiona, e by, di approssi-
mantirazionali,per difetto e pereccessotali che: (i) a, € mo-
notonacrescente(ii) b, € monotonadecrescents(ii) a, < b,
perognin. Saperstimarel'errore b, — a,. Sapergeneralizza-
re 'algoritmo di bisezionealla soluzionedi altre equazionidel
tipof (x) = 0. Saperdescrierel'algoritmo e saperlorealizza-
re conqualchestrumentai calcoloautomaticoad esempicuna
calcolatricegra®co-simbolica unfoglio elettronico.

Approssimazione dell’areadi  Dato un insiemedisggnato su di un foglio quadrettatoo con

un sottoinsieme del piano. l'indicazionedi unaunitamisurao unascala,saperstimarel'a-
readell'insieme,indicandoun valoreapprossimate valutando
I'errore. Nel casodi un cerchioD, saperdescryere unapro-
cedurache consentadi costruiredue successionA, e B, di
insiemi (ad esempiopoligoni), la cui areasia facilmentecal-
colabilee tali cheA, € Aps1 € D C Bps1 C By Vn;
areaB,) — area(A,) — 0: Sapereche, in tale situazione,
I'areadel cerchiosi puddefinire come: quelnumerow taleche
area(An) < w < areaB,) pertutti gli n.

(continuag
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Pendenza di un graficoinun  Saper stimare per eccessoe per difetto la pendenzadella
punto. retta tangenteal gra®co di una funzione (in casi semplici),
argomentanddea procedurautilizzata.

La serie geometrica. Alli- Sapereche,e sapereargomentargerché la successiond; 1 +
neamenti decimali infiniti e 1=2;1 + 1=2 + 1=4;:: corverge a 2. Sapergeneralizzardl
numeri reali. risultatoalla“sommain®nita” 1+ a+ & + a® +

Saperechead ogni allineamentalecimalein®nito si associaun
numeroreale,cheé ancheil “limite” a cui tendela “sommain-

®nita” associata Avereun'ideadi unaprocedurgoerfare ope-
razioni(sommajprodotto,reciproco,potenza...conduenumeri
reali daticomeallineamentdecimaliin®niti.

14.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI .

14.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempial4.1 Conunacalcolatricetascabilemausandasoloil tastodellamoltiplicazio-
ne,si diaunastimadel numero+/2 contre passidel metododi bisezionecominciandada
a; = 1leb, = 1.5.

Esempiol4.2 L'equazionex® — 6,/X = 1 haunae unasolaradicecompresara 2 e
3. (Perché?)Darneunastimautilizzandounacalcolatricetascabile.Descrvereun algo-
ritmo iterativo cheproducaunasuccessiondi approssimantii questaradice. Realizzare
l'algoritmo utilizzandounostrumentadi calcoloautomaticadisponibile.

Esempiol4.3 Trovareunasoluzionedell'equazione* = x + 3, approssimandameno
di 0:01

Esempidl4.4 Devoseminareél pratorappresentatoellapiantain ®gural4.asullaquale

e sgnataunagriglia principalei cui quadratihannolato di 2 metri. Le sementisono
venduten confezioniciascunauf®cienteperla seminadi 25n? di prato.Qualéil minimo
numerodi confezionichedovro comperargeressereertodi seminard'intero prato?

Esempio 14.5 Utilizzando un foglio di carta millimetrata e un compasso,dare
gra®camenteinaapprossimaziondi e stimarel'errore.
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Figurald.a Griglia adelementiquadratisuuninsiemebidimensionale

Esempiol4.6 Dareunastimadellapendenzalel gra®codellafunzionef (x) = 1=x nel
punto(2; 1=2), valutandd'errore chesi commette.

Esempiol4.7 Mostrarechela pendenzalel gra®codellafunzione2 nelpunto(0;1) &
minoredi 1, mentrela pendenzali 3* nello stess@untoé maggioredi 1.

Esempiol4.8 Determinarainafrazioneugualeal numerodecimaleperiodico0:57. [Lo
studentedeve scrivereil numerodecimalecomesommain®nita e ricondursiad unaserie
geometricaNon erichiestodi ricordareformuleamemoriae anzisi chiededi nonfarlo.]

Esempiol4.9 Calcolarda somman®nita:
3 5 3 5
—_+ —+ —— + —— + ...
10 100 1000 10000

P~
Esempiol4.10 Descrivereprocedurepercalcolarey/3+ /5e 2 conunaprecisione
assgnata.
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Capitolo 15

Numeri complessi

15.1 Motivazioni

I numericomplessisononati per la risoluzionedelle equazionialgebriche male funzio-

ni a valori complessisonomolto usateper lo studiodelle equazionidifferenzialie delle

trasformatefunzionali. Il formalismodei vettori nel pianocompless inoltre largamente
utilizzatoin elettronicaedelettrotecnica.

Scopodel bloccoé I'acquisizionedelleregoledi calcolonel campocomplessautilizzando
le varierappresentaziorpossibili(algebricayettoriale trigonometrica—polare).

15.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendergli argomentitrattatiin questabloccosi deve primaavereunabuona
padronanzaegli agomentitrattatiin:

e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
e Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)

15.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

L’equazione x> = —1e I’'unita immagina- Datala rappresentazionalgebricadi z, esserén
riai. I numeri complessi z = x + iy, dove gradodi scriverequellapolaree viceversa.Saper
X ey sono numeri reali. Rappresentazione ese@uireoperazioniconi numericomplessi.

(continug
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dei numeri complessi nel piano cartesia- Saperrisolvere equazionialgebrichein C. Sa-
no. Modulo e argomento; disuguaglian- per descrvere sottoinsiemidel piano mediante
za triangolare. Rappresentazione in forma uguaglianzes disuguaglianze.

polare. Somma, prodotto, inverso, coniu-

gato. Rappresentazione delle operazioni

come trasformazioni di vettori nel piano.

Equazioni nel campo complesso.

Formula di de Moivre, radici n—esime dei Sapercalcolarele radici n—esimedi un numero
numeri complessi. Forma esponenziale di complesso. Sapereche un polinomio di grado
un numero complesso. Definizione di € e n han zeri complessi. Saperutilizzare, senza
logz. giusti®carla/identitaé = cos + isin .

15.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI .

15.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempiol5.1 Calcolarg(1 + i)'’.
Esempiol5.2 Datiz= 2+ 8 ew = —1—1i, trovareArg(z=w).

Esempiol5.3 Scrivereil numerocompless nellaformax + iy.

[

Esempiol5.4 Mostrarechevalgonole identita

Z+W=z+w (z=w) = z=w ww = |wl|?:
Esempiol5.5 Risolverein C le equazioni

Z°+3iz+4=0 z=2=2+ z:

Esempiol5.6 Calcolarele radiciottavedi (1 —i) 1.
Esempiol5.7 Scomporren fattoriil polinomiox* + 1.
Esempiol5.8 Mostrarechela sommadelleradici n—esimedell'unita e 0.
Esempiol5.9 Trovareil luogodeipuntiz nel pianocomplessdali che|z| = |z — 1]
Esempial5.10 E validal'identita \/zw = /z/w sez;w € C?
Esempiol5.11 Rappresentaneel pianocomplessali insiemi

E={zeC:|z|< 1} F={zeC:1<z|]<2} G={z+i:zeE}:
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Esempiol5.12 Trovaretuttele soluzionidell'equazionez® + 32= 0.

Esempio 15.13 Descrivere utilizzando opportune disuguaglianzecon moduli e/o
argomentidi numericomplessgli insiemirappresentatiella®gurals.a.

4 4
3
3 2
2 1
0
1 -1
0 -2
-3
A. -1 0 1 2 3 4 B. -3-2-101 2 3 4
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
_3 _3
C. -3-2-101 2 3 4 D. -3-2-10 1 2 3 4

Figural5.a Insieminel pianocomplesso

Esempiol5.14 Rappresentarael pianocomplessd punti O, P, Q corrispondentii
numericomplessD, 1, €. Dire qualé 'ampiezzadell'angoloformatodalle semiretteOP
e 0Q.
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Capitolo 16

Derivata

16.1 Motivazioni

Il blocco“Derivata” comprendde conoscenzessenzialrelative alla derivatae all'inter-
pretazionadi questoconcettoin diversicontesti.La capacitadi disegnareil gra®codella
funzionederivatae di “leggerlo” insiemeal gra®codellafunzioneé utile perl'interpre-
tazionedei modelli, fa capirecomela derivatadi f possaessereutilizzata per ottenere
informazionisull'andamentadel gra®codi f e sui suoi punti di massimoe minimo, in-
troducealle equazionidifferenziali. Una certacapacitadi calcolarefunzioni derivate &
naturalmentenecessari@ deve comprenderda capacitadi usaretabellee strumentiin-
formatici di calcolo simbolico. A questostadio,in particolareper gli studentiche non
intendonoapprofondiresuccessiamentdo studiodell'analisi, hon si ritiene strettamente
necessarioichiedereunade®nizionerigorosadi limite. Siritienesuf®cientechelo studen-
te conoscaalcuneproprietadei limiti, comela linearitae la monotoniag sappiautilizzarle
in semplicisituazioni. Tali proprietanon sonoperodindicatecomeprerequisitie si ritiene
chesiasuf®cienteintrodurle,illustrarle e giusti®carle,almenoin qualcheformasemplice,
mentresi sviluppala derivata. Perla capacitadi modellizzareg in particolaredi utilizzare
approssimazionineari di funzioni chedescrvonosituazioniconcrete si ritengonoinvece
importanti,conle loro interpretaziongeometrichemasenzadimostrazionformali, il teo-
remadelvalor mediodi Lagrangee la nozionedi differenziale di unafunzionein un punto
Xo, intesacomeapprossimazionénearedell'incrementodella funzione. Le conoscenze
®n qui indicatesi ritiene sianostrumentiindispensabilper qualunqudaureatoche debba
saperinterpretaredescrizioniquantitatve di fenomeni,nelle quali si utilizzano funzioni
di unavariabile reale. Naturalmenteguesteconoscenz&éon sonosuf®cienti per fondare
sviluppi ulteriori, comead esempioguelli che possoncessereichiestiin qualsiasiaurea
specialistican ingegneriao in discipline scienti®che.Pertantosesi vuole cheil calcolo
differenzialesiaappresanchecomeadeguatofondamentger ulteriori sviluppi, si ritiene
molto opportuno senonnecessariochele conoscenzéndicatenel presentéloccosiano
sviluppateconunagualchemaggioreattenzionellade®nizionedegli oggettimatematicie
alladimostrazionelelleloro proprieta.A tal ®ne si & aggiuntoun insiemeulterioredi co-
noscenzeindicatecol nomedi “complementie fondamentteorici”, chepossonautiimente
completardl primo gruppodato.

79
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16.2 Prerequisiti e collegamenti

Percominciareadaffrontare i temicontenutin questdlocco,occorrepossederanabuona
partedelle conoscenzendicatein:

e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

e questeconoscenzeevono poi esserailteriormentesviluppatee benpadronggiatesesi
vuolearrivareadunabuonaacquisizionelegli obiettivi indicatinel presentélocco.Sepoi

si vuole unacompleta padronanza del bloccoderivata, utilizzabile in contestied esempi
signi®catvi, neitempi(crediti) previsti, occorresviluppare primao contemporaneamente,
almenoin qualchemisura,anchde conoscenze le capacitandicatein:

e Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)

o Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)

e Progressioni aritmetiche e geometriche, funzione esponenziale e funzione logaritmo
(blocco n. 11)

e Preliminari al calcolo: processi di approssimazione e numeri reali (blocco n. 14)

Moduli particolarmenteorrelatisono

e Integrale (blocco n. 17)
e Equazioni differenziali (blocco n. 20)

16.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Retta tangente a un grafico Utilizzandounanozioneintuitiva di “retta tangente”al gra®co
e pendenza del grafico inun  di unafunzionein un punto, saperdescrvereunaproceduradi

punto. Velocita. Rapporto approssimazionéellapendenzali talerettacome‘limite” della
incrementale pendenzali opportuneettesecanti. Analogamentesaperde-

(continug
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di una funzione in un pun-
to e sua interpretazione in
diversi contesti. Derivata.
Differenziale.

Funzione derivata. Teore-
ma del valor medio di La-
grange. Studio del grafico
di una funzione conoscen-
do la derivata. Massimi e
minimi. Derivata seconda.
Convessita.

Formule di derivazione. De-
rivate di funzioni elementa-
ri. Loro significato in ca-

particolari e in diversi
contesti.
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scrivereunaprocedurali approssimaziondella“v elocitaistan-
tanea’come“limite”della velocitamediain opportuniintervalli
di tempodi duratachetendea zero.

Conoscerela de®nizionedi “derivata” g (Xo) della funzio-
nef in un puntox, come‘limite” del rapportomcrementale
M perx — Xp, sapenddnterpretaresul gra®codel-
la fun2|one| diversi elementidel rapportoincrementalestesso.
Derivatadestrae sinistra.Esempidi funzioninonderivabiliin un
punto. Saperscriverel'equazionedellarettatangenteal gra®co
di unafunzionein un punto.

Dataunafunzionef derivabilein xo, sapeleggeresulgra®cola
formulaf (x) = f (xo) + f Ax0)(X — Xo) + E(X — Xo) esaperla
interpretare.

nd

Distinguerefra “derivata” in un puntoe funzionederivata. Da-

to il gra®codi unafunzione,sapertracciarequalitatvamenteg
in casisemplici esattamentei] gra®codella funzionederivata
(senzapassarger unarappresentazionanalitica). Saper‘leg-

gere”la coppiadeigra®cidi f eff, e utilizzarei duegra®ciper
la descrizionee l'interpretazionedi fenomeninaturalio socio-
economici,ad esempiounaleggeorariainsiemeal gra®codel-
la velocita, oppureunadistribuzionecumulatainsiemealla sua
densita.Conoscerain enunciatadel teoremadi Lagrangee sa-
perlointerpretarggeometricamentedalla conoscenzdellafun-

zionederivatasaperricavareinformazionisull'andamentalella
funzione e sui punti di massimoe minimo. Conoscerda no-

zionedi derivatasecondaDalla derivatasecondaapetrricavare
informazioni elementarisulla derivatae poi sulla funzione(in

particolare:corvessitacaratteredei punticritici).

Conoscere sapefapplicarde formuleperle derivatedi somma,
prodotto,quozientecomposizioneli funzioni, funzioneinversa.
Saperlegiusti®care,riconducendolelle proprietadi linearitae
di monotoniadei limiti.

Saperehesi possonacrivereesplicitamentde funzionideriva-
te di molte funzioni elementariricordarnealcunee saperndro-
varealtrein un archivio di memoria.Conoscer@argomentazioni
chegiusti®chinoalcunedelle derivatedelle funzioni elementari
(@, logx, x , sinx, cosx, tan x). Sapercalcolarederivatecon
l'aiuto di strumentiinformatici.

MATTONCINI-finale
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Complementi e fondamenti
teorici: i numeri reali e
le loro proprieta; nozione
di limite di una successione
e serie numeriche; nozioni
di limite di una funzione e
funzioni continue; proprieta
globali delle funzioni conti-
nue; approssimazione loca-
le di una funzione con un
polinomio.

16.4 Crediti

WSPC/Book Trim Size for 9.75in x 6.5in MATTONCINI-finale
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Conoscerda de®nizionedi estremosuperioree saperechel'esistenza
dell'estremasuperioreequivaleall'esistenzalellimite dellesuccessioni
monotone.

Saperenunciarda de®nizionedi limite di unasuccessioneSaperdi-
mostrarealcuneproprietadel limite. Conoscerealiversiesempidi suc-
cessioniconvergentie non corvergenti,e un ordinedi in®nitesimie di
in®niti. Conoscerejualcheesempiosigni®catvo di serienumerichee
di usodel criterio del confronto.

Saperenunciarda de®nizionedi limite di unafunzione(in un puntoo
all'in®nito) e conoscereesempidi funzioni chehannodiversicompor
tamential limite. Conosceres saperdimostraregualchesemplicepro-
prietalocale,comeadesempida permanenzdel segnoperle funzioni
continueo la continuitadellefunzioni derivabili.
Conoscerd¢'enunciatoe avereun'ideadelladimostrazionalel teorema
degli zeri e del teoremadi Bolzano-Wierstrass.Saperdimostrareil
teoremadel valor medio di Lagrange Conoscere saperdimostrarde
relazionifrala monotoniadi unafunzioneeil segnodelladerivatain un
intervallo.

Conoscerda formuladi Taylor almenoal secondmrdine,conqualche
stimadelresto,perfunzioni sufdcientementeegolari, saperlanterpre-
taree saperlautilizzareperriconoscerél caratteraleipunticritici e per
il calcolodi semplicilimiti.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1.5-2.5 CREDITI . La primapartedi questdbloc-
co, esclusii complementie fondamentiteorici, richiedecirca 1.5 crediti, se gli studenti
hanna prerequisitindicati. Sesiincludela partedeicomplemente fondamentbccorrono

invececirca2.5crediti.

16.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempiol6.1 Sul gra®codellafunzionef (x) = 2 + 1 considerare puntiA e B tali
chexa = —2exg = —1. Trovarela pendenzalellarettachepassgerA eB.

Esempiol6.2 Scrivere I'equazionedella retta passanteer il puntoPy = (Xo;Yo) €
aventependenzaigualea —1=2.

Esempiol6.3 Mostrarechela pendenzalel gra®codellafunzione2 nelpunto(0;1) &
minoredi 1, mentrela pendenzali 3* nello stess@untoé maggioredi 1. Utilizzandouna
calcolatricetascabile stabiliresela pendenzan (0; 1) dellafunzionea*, dovea = 2.5,
maggioreo minoredi 1. Esea = 2:7?

Esempiol6.4 Calcolarea derivatadellefunzionix? — 3x + 1 e 1=x nel puntoxg = 2,
scrivendoil rapportoincrementale trovandonal limite.
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Esempiol6.5 Descrierelafunzionederivatadellafunzione
2 5.1
F(x) = X< sex € [-2;0];
0 sexe][0;3]
Tracciarel gra®codi f , f0ef @

Esempiol6.6 Tracciareil gra®codelladerivatafyx) dellafunzionef il cui gra®coé
diseggnatoin ®gural6.a

/3 1 1 4%

Figural6.a Gra®codif

Esempiol6.7 Disegnareil gra®codi unafunzionela cui pendenzaiasempremaggiore
di 1.

Esempial6.8 Nella®gural6.bérappresentath gra®codi unafunzionef . Determinare
i valori peri qualif 9x) & positiva, negativa, nulla.
Esempial6.9 Siaf : IR — IR unafunzionela cuiderivatasoddistle seguentirichieste:

a) fAx) < 0in (—o0; —3) edin (—3;0)
b) f93) = 0ef¥0) = 0
c) fqx) > Operx > 0

Disegnareun possibilegra®codellafunzionef .

Esempiol6.10 Calcolarela derivatadellefunzioni

1
CV1e Xz x|E e X 10 xe ¥

1-x’
Esempiol6.11 Calcolarela derivatadellefunzioni

In m;
X

xInx; sin(t— ); cost; tan 't
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Figural6.b Gra®codi f

Esempio16.12 Scrivere I'equazionedella retta passanteper l'origine e tangenteal
gra®codellafunzioneg.

Esempiol6.13 Determinare valori del parametroa per cui la funzionef (x) = e*
veri®cala relazionef%{x) + 4f Ax) — f (x) = 0.

Esempiol6.14 Unascalalungal3 metri & appoggiatad unapareteverticale. La base
dellascalasi allontanadallaparetealla velocitadi 20 cm/sec A chevelocitascendd'altra
estremitaappoggiatalla parete?

Esempio 16.15 Trovare il valore massimo possibile per il volume di una scatola
cilindrica, senzacoperchiofra tutte quellechehannounasuper®ciedi 40cn?.

Esempio16.16 Calcolaremassimoe minimo della funzionef (x) = (x? — 3)e X
nell'intervallo [0; + o0).

Esempiol6.17 Disegnarequalitatvamentdl gra®codellafunzionee aFex

Esempiol6.18 Dire perqualivalori di k I'equazionex® — 5x = k haesattamentena
soluzione(reale).

Esempiol6.19 Siax unavariabile cheindicala quantitadi un certo prodottodi una
aziendae sia C(x) il costonecessariger produrrela quantitax. La quantitaC(x)=x &

allorail costo medio di produzionerelativo allagquantitadi prodottox. Supponiamaheper

uncertoprodottosi abbiaC(x) = 2000+ 4x + 0:03x2. Disegnareungra®codi C(x) edare
un'interpretazionalegli addendiche compaiononellafunzione. Dare un'interpretazione
geometricadi C(x)=x e disgynareil gra®co. Trovareil valoredi x percui il costomedio
€ minimo. Mostrarein generaleche nel puntoxg in cui il costomedio € minimo si ha
C%x0) = C(xo0)=Xo.

Esempiol6.20 Un serbatoioa formadi troncodi cono, con l'asseverticalee la base
minorein bassog alto 12 metri e hai raggidelle basidi 1 metroe 2 metri. |l serbatoio,
inizialmentevuoto, vieneriempito conun usso di liquido di 20 litri al secondoa partire
dall'istantety. Scriverel'altezzadel liquido in funzionedel tempoe calcolarela rapidita
di variazionedell'altezzadel liquido nel serbatoicall'istantet. Confrontaretale rapidita
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di variazionecosicalcolataconla quantital=A(t), dove A(t) & l'areadellasuper®ciedel
liquido al tempot, e dareun'interpretazionelel risultatoottenuto.

Esempidl6.21 Un'automobilehapercorsaintrattodi autostradaecondda leggeoraria
s(t). Supponiamahes siaunafunzionederivabile; sein un intenallo di tempodi 100
secondi'automobile hapercorso4 chilometri,mostrarechevi € statoalmenoun istantet
in cui la suavelocitaé statadi 144km=h.

Esempidl6.22 Scriverei polinomidi Taylorcentratiin O dellefunzionix sinx el—e x*
e mostrarecomesi possonaltilizzareperil calcolodel limite

X Sinx
im ———:
xl 0l—e X
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Capitolo 17

Integrale

17.1 Motivazioni

La nozionedi integrale ha tradizionalmenteluefacce. Da un lato quelladi “operazione
inversadella derivata”. Dall'altro quelladi “integrale de®nito”. Qui si € sceltodi usare
semplicement& parolaintegrale perla seconda di usarda parolaprimitiva perindicare
la prima,ancheal ®nedi consentirainamigliore distinzionedei dueaspettie di apprezzare
meglio la portatadel Teoremafondamentale Si poneunaparticolareattenzioneall'inter-
pretazionedell'integrale e delle sueproprietain diversi contestimodellistici, poichéper
molti utilizzatori & essenzialéa capacitadi usarel'integralecomelinguaggiopiu che per
il calcolo effettivo. L'accentosul calcolodelle primitive é ridotto (e si chiedeperouna
minimacapacitadi usarestrumentinformaticidi calcolosimbolico).Si ritienein®neindi-
spensabilsaperusard'integraleancheperil calcolodi areee volumi di sempliciinsiemi
e perfunzioniillimitate o suintervalli illimitati.

17.2  Prerequisiti e collegamenti

Percominciard'acquisizionedellanozionedi integralee dellesueprime proprietachegia
dannoqualchecapacitadi modellizzarepccorreconosceralmenain parte:

e Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
e Preliminari al calcolo: processi di approssimazione e numeri reali (blocco n. 14)

Peraffrontarepoi il Teoremafondamentalalel Calcoloe arrivaread unaconoscenzil
completapccorrebuonapartedi:

e Derivata (blocco n. 16)
Moduli particolarmenteorrelatisono:

Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)
Probabilita nel continuo (blocco n. 18)
Equazioni differenziali (blocco n. 20)

87
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17.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI

WSPC/Book Trim Size for 9.75in x 6.5in
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Nozione elementare di inte-
grale e sua interpretazione
in diversi contesti.

Linearita, monotonia, addi-
tivita dell’integrale. Teore-
ma della media integrale e
sue interpretazioni.

Funzione integrale. Teore-
ma fondamentale del Calco-
lo.

Saperenunciaraunade®nizionedi integraledi unafunzionesu
unintervallo, comelimite di integrali di funzionicostantiatratti,
de®niti elementarmentdn semplicisituazioni,sapelinterpreta-
rel'integralecomeareadi un sottogra®cogomespaziopercorso
daun puntomobile, comemassaotale di unadistribuzionedi
cui & notala densita oppurecomenumerototaledi unapopola-
zionedi cui € notala distribuzionedi frequenzaispettoall'eta.
Saperdareun valoreapprossimatalell'integraledi unafunzio-
ne, con qualchestimadell'errore, ad esempioper le funzioni

monotoneo in casispeci®ci.Saperechel'integrale/ f esi-

ab
stecertamentger le funzioni monotondimitate, i po[Iinlnmi, le
funzioniesponenzialelogaritmo,le funzionitrigonometriches,
in generaleperunaclassedi funzioni, chesi chiamanacontinue
(e suf®cienteunanozioneintuitiva di funzionecontinua).

Conoscerde proprietadell'integrale, saperleinterpretare,sa-
pernedarequalchegiusti®cazionee saperleusareper calcolare
integrali e areedi semplicifunzioni.

Conosceré¢a de®nizionadi funzione integrale F associataduna
funzionedataf e saperndnterpretareil signi®catoa seconda
dei contesti. Saperdisggnareil gra®codellafunzioneintegrale
di unasemplicefunzionelinearea tratti, senzapassarger una
rappresentaziongnaliticae senzausareil teoremaondamenta-
le. Semprein questocaso,sapemostrarecheF 9(x) = f (x) in
tutti i puntiin cuif écontinua.Conoscer@nenunciat@generale
del Teoremaondamentalenellaformadi unacondizionesuf®-
cienteaf®nchévalgaFY(x) = f (x), sapendonargomentarda
plausibilita.

(continug
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Funzioni primitive e calcolo Sapereheunafunzionechehaderivatasemprenullain uninter-

di integrali vallo é costante Conoscerda nozionedi “funzioneprimitiva” e
saperutilizzareil TeoremaFondamentalgeril calcolodi inte-
grali di semplicifunzioni. Conoscerde primitive dellefunzioni
X ;€. Sapertrovare una primitiva per sostituzione almeno
nel casoin cui siaunaapplicaziondmmediatadella derivatadi
unafunzionecompostaComprender&naintegrazioneper par
ti. Sapettrovareprimitive di semplicifunzioni,ancheassistitida
tavole e dastrumentinformatici.

Aree, volumi. Integrali di Sapentilizzarel'inte gralepercalcolard'areadi sempliciinsie-

funzioni non limitate o su mi nelpiano.Conoscerd principio di Cavalieri e saperlousare

intervalli illimitati. percalcolarel volumedi semplicisolidi (adesempidli rotazio-
ne). Conoscereinanozionedi integraledi funzioninonlimitate
o suintenvalli illimitati.

17.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI . Questaobloccorichiedecirca?2 cre-

diti, segli studentipossiedona prerequisitiindicati. A secondalelle ®nalita & possibile
ridurre alcuniaspettie in tal casopu0 esseresuf®cientecirca l credito,main questomo-
do si compromettda possibilitadi basaresu questobloccoulteriori sviluppi, ad esempio
nelladirezionedel Calcolodifferenzialee integralein piu variabili, o della probabilitanel

continuoo delleequaziondifferenziali.

17.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempial7.1 Calcolare/ f perlafunzionef il cuigra®coérappresentatm ®gura

[ 1:3]
17.a.

Esempiol7.2 Disegnareil gra®codellafunzione2x + 1. Utilizzando l'interpretazio-
ne dell'integralecomearea(con segno) del sottogra®coe calcolandd'area di opportuni
triangoli, determinare (2x + 1).

[ 23]

Esempio17.3 Disegnareil gra®co della funzione,/4 — (x —1)2 + 1. Utilizzan-
do l'interpretazione dell'integrale come area (con segno) del sottogra®co, calcolare

[ (Va1 ).
[ 13
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Figural7.a Gra®codif

Esempiol7.4 Un'automobileacceleracostantementpartendodafermae arrivandoal-
la velocitadi 100km/hin 8.3 secondi.Poi prosguea velocitacostanteper 10 secondie
in®ne deceleracostantementiermandosié5 secondidopola partenzaRappresentargra-
®camentda situazionee trovarelo spaziopercorso.Rappresentari risultatoutilizzando
la notazionedi integrale.

Esempiol7.5 Siaf(x) = e X*. Utilizzando una calcolatricetascabilecalcolareun
valoreapprossimatgerl'integraledellafunzionef nell'intervallo [0; 1] conun errorenon
superiorea 1=10.

Esempidl7.6 Simostriconuncontroesempioheéfalsal'affermazionese/ f =k,

[a;b]
aIIora/ f2 =K%
[a;b]

Esempiol7.7 Disegnareil gra®co della funzioneintegrale F(x) = / f perla
[0:x]
funzionef il cui gra®coé indicatonella®gural?.b.

Esempiol7.8 In ®gura l7.cé rappresentatd gra®codellafunzioneintegraledi una
funzionef . Disegnareil gra®codellafunzionef .

Esempiol7.9 Calcolarde primitive

/7(r —1r0)2 /sinx COSX /IO%:

Esempiol7.10 Calcolare

/ sin? x / .
©:) [ 20 X2+ 4+ 6
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Figural7.b Gra®codi f

|
|
|
|
|
\
2 2 3

Figural7.c Gra®codellafunzioneintegraledi unacertafunzionef

Esempiol7.11 Calcolare

/ xe ¥+
0;+1)

Esempiol7.12 Sapendcn:he/ e X = v calcolare/ %e
IR IR

(z—1)2
2

Esempiol7.13 Direqualedeiseguentiintegraliéugualea/ f (2x).
(1:4]

2/[2;81]c ) 2/[1:2;2]f ) 2/[2;81f ) /[1;41f )

Esempiol7.14 Calcolard'areadell'insiemepianocompresdra le dueparaboley = x?
ex = y2.
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Esempiol7.15 Mostrarecheil volumedi unapiramideé datodallaformula
1=3 - altezza areadellabase

Esempiol7.16 Calcolareil volumedel solido ottenutofacendaruotareintorno all'asse
x il gra®codellafunzionef (x) = 1=x sull'intervallo [1; 3].

Esempiol7.17 Perquali valori di a ha un valore ®nito l'area sotto il gra®co della
funzionel=x2 nell'intervallo [1; + c0)?

Esempiol7.18 Posto ( n) = 0+1 t" le 'dt, conn intero positivo, mostrareche

(n=(m-1)(n-1).
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Capitolo 18

Probabilit nel continuo

18.1 Motivazioni

I concettie gli strumentidel Calcolodelle probabilita,insiemea quelli strettamenteolle-
gatidell'inferenzastatisticasonodi grandissimae crescentémportanzanellamodellizza-
zionescienti®cae sonodestinatiad in uenzare profondamentéa matematicae la scienza
dei prossimidecenni.In questobloccosonoraccoltele conoscenze le abilita essenzia-
li nell'ambito della probabilita, mentrel'inferenza statisticasi trova in un altro apposito
blocco.Nelle pit diversesituazionidi molteplici ambiti disciplinarié richiestodi saper:

e riconoscerele possibilita di utilizzare modelli probabilistici e statistici continui,
applicandmozionibasilaridi Calcolodifferenzialee integrale;

¢ usaremodellidi approssimazionedi simulazione;

o effettuarestimedi tipo inferenziale;

18.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendereompletamentgli argomentitrattatiin questobloccosi deve avere
unabuonapadronanzaegli argomentitrattatiin:

Probabilita nel discreto e calcolo combinatorio (blocco n. 7)

Preliminari al calcolo: processi di approssimazione e numeri reali (blocco n. 14)
Derivata (blocco n. 16)

Integrale (blocco n. 17)

Altri moduli particolarmenteorrelatisono:

e Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
e Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)
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18.3 Contenuti e obiettivi
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Variabili aleatorie continue.
Densita e distribuzioni di pro-
babilita come funzioni reali di
variabile reale. Eventi im-
possibili ed eventi di proba-
bilita nulla. Media e varian-
za di una variabile aleatoria
continua. Densita del massi-
mo, del minimo e della som-
ma di due variabili aleatorie
indipendenti. Vettori aleatori.
Densita congiunta. Densita
marginali.

Alcune distribuzioni continue
notevoli: uniforme, esponen-
ziale, di Cauchy, gaussia-
na. Legge dei grandi numeri.
Teorema del limite centrale.

18.4 Crediti

Conoscerda differenzatra variabili aleatoriediscretee varia-
bili aleatoriecontinue. Saperfornire esempidi esperienzel

cui esito puo esseredescrittoper mezzodi variabili aleatorie
continue(tempodi attesa,tempodi vita). Conoscerda re-
lazionetra la funzionedi densitae la funzionedi ripartizio-

ne di unadistribuzione. Sapercalcolareil valore attesoe la

varianzadi unavariabile aleatoriacontinuae di una funzio-
ne elementarali unavariabile aleatoriacontinua(ad esempio
E (X + 3); Var(X —4)). Sapercalcolarda densita)a distribu-

zione,la mediae la varianzadi funzionidi variabili aleatoriein

casisemplici: massimominimo e sommadi variabili aleato-
rie continueindipendenti.Saperutilizzarei concettidi densita
congiuntae maginali perinferire sull'indipendenzali variabili

aleatoriecontinue.

Conoscere saperapplicarea situazioniconcretealcunedistri-

buzioni continuenotevoli (ad esempida distribuzioneunifor-

me, la distribuzioneesponenzialda distribuzionedi Cauchy).
Conoscerdl signi®catoe le proprietadella distribuzionenor-
male (gaussiana)saperlaapplicarea situazioniconcreten di-

versicontesti. Saperutilizzarela legge dei grandinumeriper
opportunesuccessiondi variabili aleatorie. Conoscerél le-

gametra frequenzee probabilitd. Conoscerel signi®catodel
teoremadel limite centrale: saperutilizare la legge normale
standardper ottenereadeyuateapprossimazionnumerichedi

distribuzionidiscreteo continuenel casodi proveripetute.Sa-
pertrasformareinadistribuzionenormalegeneraleelladistri-

buzionenormalestandard Sapetutilizzarele tavole numeriche
delladistribuzionenormale.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI .

18.5 Esempi e problemi

Esempiol8.1 Sesilancia300 volte unamonetaperfetta,qual € la probabilitadi avere

84 Teste?
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Esempiol8.2 Quantilanci di un dado perfettosi prevededi dover fare per avere la
probabilitadel 95%di averealmenounavolta 6?

Esempiol8.3 Sivendongpacchettidi zuccherasf®cialmenteda500g. In realta,pero,la
quantitadi zuccheran unpacchett@distribuitanormalmenteonmedia500y edeviazione
standardlOg. Qualé probabilitacheil pesodel pacchettsiamaggioredi 510g?

Esempiol8.4 Sea; bsonoduenumerireali uniformementealistribuiti in [0; 10]qualé la
probabilitachel'equazionex? + ax + b= 0 abbiadueradicireali?

Esempiol8.5 SeX €& unavariabile aleatoriauniformementedistribuita in [0; 6], cosa
possiamalire delleduevalutazionilP(X € [2;4]) eIP(X € [3;5])

Esempiol8.6 Perassumera@uovi dipendentin unaditta di computervienepresentato
un testcon domandea rispostamultipla. In basead esperienzgrecedentié noto chei
punteggi chesonoottenutidai candidatisonodistribuiti condensitanormaledi medial00
e scartoquadratical5. Peressereassuntibisognaacquisireun punteggio pari ad almeno
140punti. Qualé la probabilitadi essereassunti?

Esempiol8.7 SiaX unavariabilealeatoriacontinuacondensitadi probabilitadatada:

_ [k(@x —2x?) se x€][0;2]
Fe) = { 0 se xel[0;2]

CalcolarelP(X > 1); dopoaverdeterminatd.

Esempiol8.8 La lunghezzadel periododi maternitadi unadonnae regolatoda una
distribuzionenormaledi media270 (giorni) e varianzal00. Seil padredel nascituroée
stato“assentedacasd’ dal 290-simogiornoal 240 giornoprimadellanascitagualela
probabilitddi unamaternitdparticolarmentéunga(o particolarmenteorta)?

Esempio18.9 La probabilitd che una personasia allemgica ad un vaccino é
Determinarda probabilitachesu2000personepitl di 2 sianoallergicheal vaccino.

1
1000 *

Esempiol8.10 (Maturita1997)Supponiamaheun campionegadioattvo contenga x
10'° nuclidi ciascunodei quali hala probabilitap = 10 ° di decaderen un secondo.
Calcolarel numeroattesadi decadimentin unsecondc la probabilitadi osserarepiu di
4 decadimentin un secondo.

Esempiol8.11 Un componentelettronicoé compostadadueelementiin parallelo,en-
trambi aventi un tempodi rotturache segue unaleggeesponenzialeli parametro = 3.
Un seconda@omponente& invececompostalaun elementaaventeuntempodi rotturache
segueunaleggeesponenzialei parametro = 2: Qualedei duecomponenthail tempo
mediodi rotturamaggiore?Qual € la probabilitacheil primo componentesiaancorain
funzioneal tempot = 2?Edil secondd?

Esempiol8.12 Siimmaginidi effettuareunaseriedi lanci di un dado®no a quando
escela faccia4. 1l numerodi lanci effettuati viene detto “tempo di attesa’dell'evento

in questione. Ripeterela determinazionalei tempi di attesadello stesscevento (uscita
dellafaccia4) suunaseriedi 120lanci e visualizzaré risultati ottenutisottoformadi un

istogramma.
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Esempiol8.13 SianoX;Y;Z;W quattrovariabili aleatoriegaussianetandardra loro
indipendentiQualelaP(X + Y + W + Z < 0)?

Esempiol8.14 SianoXy;X2; X3;:::; X100 variabili aleatoriegaussianestandard,tra
loro indipendenti.Cosasi puodire dellavariabilealeatoria® " X 2+ 55 X100)  E(Xi) »

VARERD)
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Capitolo 19

Elementi di StatisticaInferenziale

19.1 Motivazioni

L'InferenzaStatisticag la disciplinascienti®cachesi proponedi ricostruire in modovero-
simile (cioe conunacertaaf®dabilita), dai (pochi)risultati di unaprova o esperimentole
caratteristichalella popolazione da cui i dati provengono.Della popolazionénteressano
alcuniaspettio caratteri che possonasserguantitatvi o qualitatvi. Perogniunitadella
popolazioned de®nitala modalitacheassumel carattereoggettodi studio: seabbiamoa
chefareconcaratteriguantitatvi si haunafunzionechevienedettavariabilestatistica(che,
inizialmente e deltutto simile ad unavariabilealeatoria).La suadistribuzionestatistica &
alloraassimilabilealla distribuzionedi unavariabile aleatoriadiscretae cio ci permetteil
passaggio dalcampione alla popolazionerispettoad un carattergpre®ssatotale momento
checostituiscell processdli inferenza,contieneun aspettadi incertezzae si basa,come
detto, sull'ipotesi chevi saraanalogiadi comportamentdra cid chesi & osserato e cid
che é presentenella popolazionedi riferimento. Ogni processdli inferenza,nonostante
la complessit&hepuod caratterizzarée singolesituazioni(mutevolezzadei fenomenioro
nonripetibilita ecc..),si strutturade®nendaccuratamenteseguentipunti:

¢ la popolaziondi riferimento,
e la procedurali raccoltae selezionalelleinformazioni,
e la procedurgergiungeredal risultatoparziale(il campioneklla popolazione,

¢ lavalidita statisticadellaproceduraisata.

19.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendergli argomentitrattatiin questabloccosi deve primaavereunabuona
padronanzalegli agomentitrattatiin:

o Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)

e Probabilita nel discreto e calcolo combinatorio (blocco n. 7)
e Derivata (blocco n. 16)

e Integrale (blocco n. 17)
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e Probabilita nel continuo (blocco n. 18)

Questoblocco puo essereutiimente affrontato dopo una buonapreparaziondai basedi
studiuniversitari. Si supponecheil materialedel modulovengainsegnato“privilegiando
le tecnichedi utilizzo”, rinunciandoquindi a ognipretesali rigoreformale.

19.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Variabili statistiche e lo- Sapetdeggereedutilizzarele tavole numerichedelledistribuzio-
ro distribuzioni ( 2, T di ni peril calcolodeivaloririchiesti.

Student, F di Snedecor -

Fisher).

Stimatori e metodi di stima
(puntuale, per intervalli).

Test di significativita (pa-
rametrici) per variabili sta-
tistiche unidimensionali e
bidimensionali.

19.4 Crediti

Saperutilizzareil Metododei Momenti,quellodei Minimi Qua-
drati e quello della MassimaVerosimiglianzaper le stime dei
parametridi unapopolazionees perdeterminarngli intervalli di
con®denza.

In basead unaipotesiH  fatta,alla naturadel campionecasua-
le, alle modalitasperimentalie alle indicazionifornite dall'ana-
lisi descrittva, saperindividuarela distribuzionedi probabilita
pit verosimileperla variabilestatisticasottopostaal test. Saper
valutarel'errore di | tipo edi Il tipo.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI . Comegiadettoin precedenzajuesto
bloccovainseritoall'interno dell'insegnamentainiversitarioe certamentsuccessivamente
ai blocchiai quali & gia statofattoriferimento.

19.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempiol9.1 Dire sele sgguentiaffermazionisonovereo false:

e Lamiglior stimapuntualeperla mediadi unapopolaziones la mediacampionaria

¢ |l valoredellaordinatagaussianatandarctorrispondental 98%é datoda 1:96

e Unintervallo di con®denzalel 90% perla mediadi unapopolazionesigni®cachec'e
la probabilitadel 90% chela mediadella popolazionesia contenutanellintervallo di

con®denza.
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Esempiol9.2 In occasiondi unreferendunsi effettuaun sondaggicsu 1287 possibili
elettori. Il 37% dichiarachenon andraa votare. Si determiniun intervallo di con®denza
del 95%perla percentualdi elettorichenonandraavotare.

Esempio19.3 |l valor medio e la varianzadi una serie di stipendi giornalieri sono
rispettvamente(in euro) 74 e 144. Se un impiegato ne riceve 71, come si colloca,
percentualmentdra gli stipendiatidell'azienda?

Esempiol9.4 Uncommercianteli televisori acquista?4 televisori aschermaiatto. Tre
di essirisultanoesserdlifettosi. Se si supponeche la distribuzionedei televisori della
ditta ai commerciantsiacasualesi stimi, conil metododellamassimaverosimiglianzala
probabilitacheuntelevisoredi quellapartitasiadifettoso.

Esempiol9.5 Duranteunacerimoniareligiosae statochiestoai presentise credeano
all'esistenzalegli angeli: 164 su200 hannorispostopositivamente Determinaregli estre-
mi dell'intervallo di con®denzalel 90% della proporzionecorrettadi coloro checredono
nell'esistenzalegli angeli.

Esempiol9.6 In unsondaggidelefonicodi 5000telefonate alla domanddVolete Ro-
bertoBaggioin nazionale?'si & ottenutoil 73% di rispostepositive, con un mamgine di
erroredel 2:3%: Cosafarestesefosteil CommissaridTecnicodellanazionale?

Esempiol9.7 Consideriamaun campionedi n = 16 rocceper le qualiil contenuto
medioX di Zr (Zirconio) & risultato pari a 35 ppm con varianzacampionarias® = 3:2.

Supponendali conoscerda media della popolazione(da cui provieneil campione),
determinarainintervallo di con®denzaer 2:

Esempiol9.8 Tragli spettatoridi un concertosi prendonoduecampionicasualidi 100
e 110spettatorie si ottengonaispettvamentes3 e 73 presenzeli uomini.Quale, al 95%,
l'intervallo di con®denzaper la differenzafra la popolazionedelle donnee quella degli
uomini?

Esempiol9.9 Poniamodi aver determinatdl numerodi batteriper volumeunitarioin
n = 10 campionidi acquaprelevati daun lago;essendo

A = {175 190, 215, 198 184; 207; 210; 193; 196; 180};

i 10 valori misurati, si vuole veri®carese il contenutomedio si trova al di sottodi un
livello di sicurezzgpari a 200, ovverosi vuole veri®carel'ipotesi Hy : = 200 contro
H;: < 200conunlivellodi con®denzalel 99%.

Esempidl9.10 Poniamali averdeterminatal contenutdi Ti (Titanio), misuratan ppm,
in dueseriedi campionidi roccebasaltichgrovenientidadifferenticontestigeologici,con
rispettvamenten; = 10edn, = 12 unita; supponendahele due popolazionisiano
distribuitein modoNormalee avendocalcolatole rispettive varianzecampionaries{ = 15
es3 = 12, sivoglia veri®carechei dueinsiemidi osserazionisonofra loro omogenei
rispettoalla variabilita del caratterein questionecioé il contenutomediodi Ti, conun
mauginedi erroredel 5%.

Esempiol9.11 Consideriama = 40 valori relativi al contenutopercentualeli carbo-
natodi Calcio(CaCO3) di unaseriedi campionidi roccesedimentari@eri qualil'analisi
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dei contenutiha portatoal valorex = 1:715cons = 0:475 supponendahela popo-
lazionedi provenienzaabbiadistribuzione Normale, si voglia sottoporrea testl'ipotesi
Ho: = 1:9%controH; : ¥ 1:9%adunlivello di signi®catvita del 95%.

Esempiol9.12 Primadi installarein uno studiounanuova lineatelefonicasi vuol cal-
colarela probabilitadi trovareliberala lineagia attivata. Si fanno10 tentatvi, chesuppo-
niamoindipendentige si hannoi seguentirisultati: 2; 7; 4; 1; 4; 9; 8; 5; 5; 2: Qualeleggedi
probabilitasembrda piu opportunadausareperafrontarequestgproblema?Ed usandda
leggescelta,qualestimasi ottiene,conil metododellamassimaverosimiglianza?

Esempiol9.13 In unaricercadi carattereambientalesi vuole stimarela proporzionep
di unapopolaziongsuppostalistribuitain modoNormale)di campionidi acquechepre-
sentan@roblemidi inquinamentoQuanticampionidevonoesserenalizzatisesi desidera
essereerti al 98% chel'errore della stimaé inferiore a 0:05 senon si hannoconoscenze
sulvaloredi p?
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Capitolo 20

Equazioni differ enziali elementari

20.1 Motivazioni

Gli studentidi molti Corsidi Laureasi devono assaiprestoconfrontarecon fenomenidi
naturadinamicae conil problemadi darneunarappresentazion®rmale ef®cace,capace
di fornire previsioni. A questo®ne le equazionidifferenzialicostituisconaino strumento
molto importantee sonoquindi un algomentomatematicadi cui € molto utile conoscere
almenoi primi rudimenti.

Attraversolo studiodi sempliciequaziondifferenzialiordinarie Jimitandosiai soli proces-
si unidimensionalig poi possibileintrodurrealcuniimportantiesempidi sistemidinamici
in tempocontinuo,che emegonoin diversiambiti disciplinari, e fornire i concettie gli
strumentianalitici essenzialper studiarnde proprieta.

20.2 Prerequisiti e collegamenti

Questobloccodi conoscenzelovrebbeessereaffrontatoda studentiche hannogia avuto
un primo corsodi “calcolo” e chehannoin generaleunabuona“‘maturitamatematica”ln
particolareg necessarianabuonapadronanzalegli agomentitrattatiin:

e Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
e Derivata (blocco n. 16)
e Integrale (blocco n. 17)

edeé utile la conoscenzdi almenounapartedi

e Numeri complessi (blocco n. 15)
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OBBIETTIVI. CONOSCENZE E ABILIT

Equazioni differenziali a va-
riabili separabili. Equazioni
differenziali lineari del I or-
dine (autonome e no). Equa-
zioni differenziali lineari del
Il ordine a coefficienti co-
stanti.

Equazioni differenziali del
primo ordine in forma nor-
male. Campi di vettori e
curve integrali. Problema
di Cauchy e condizioni di
esistenza e unicitd.  Di-
pendenza continua dai da-
ti. Approssimazione delle
soluzioni.

Sistemi di due equazioni dif-
ferenziali lineari del primo
ordine a coefficienti costanti
omogenee e classificazione
delle morfologie dinamiche
corrispondenti.

Conosceresempidi equazionidifferenzialidi vari tipi eil loro
possibilesigni®catonel contestodi diversifenomeninaturalie
sociali. Sapemsarell metododi separaziondelle variabili. Sa-
perrisolveresempliciproblemidi Cauchye sapelinterpretarda
soluzioneeil suocomportamentin contestisigni®catvi. Saper
dire cos'e un'equazionedifferenzialelineare e saperlaricono-
scere. Conoscerd'operatorelineareassociatca un‘equazione
e saperloutilizzare per descrvere,ancheconun liguaggiogeo-
metrico,le proprietadelle soluzionidell'equazionesianel caso
omogenecia nel casonon omogeneo.Esseran gradodi de-
terminarela soluzionegeneralali equazionidifferenzialilineari
del | ordine,sianel casodi coef®cienti costanti,sia nel casodi
coef®cientivariabili. Saperdeterminarda soluzionegeneraledi
un'equazionalifferenzialdinearedelll ordineacoef®cientico-
stanti, omogenea.Saperdiscuterecomportament@sintoticoe
naturadelle soluzionial variaredi uno o pit parametri. Saper
determinaresoluzioniparticolari,e quindila soluzionegenerale,
guandoil terminenoto e unafunzionedi alcunitipi particola-
ri. Sapertrovare soluzioniche ver®canospeci®checondizioni
iniziali o al contorno.

Sapeiinterpretarain'equaziondifferenzialedel primoordinein
formanormalecomeproblemadi trovarele curveintegrali di un
campodi vettori. Conoscereondizionisuf®cienti perl'esisten-
zaeunicitadellesoluzioniperil problemadi Cauchy Conoscere
la nozionedi “dipendenzacontinuadaidati” e la suaimportanza
ai ®ni delle applicazioni. Conoscerejualchemetodoperla co-
struzionedi approssimaziondlelle soluzionidi un problemadi
Cauchy

Saperrisolvere un semplicesistemadi due equazionidifferen-
ziali lineari del primo ordine riducendoload un'equazionedel

secondoordine. Esserein gradodi tracciarequalitatvamente
nel piano le traiettorierelative ad un sistemadi due equazio-
ni differenzialilineari del primo ordine a coef®cienti costanti
omogeneo.
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20.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI .

La partedi questobloccochearriva ®no alle equazionidel secondoordine a coefdcienti
costanticompreseichiedecirca 1.5 crediti. Tutto il mattoncinorichiedealmeno?2 credi-
ti, maanchedi piu a secondalel gradodi approfondimentalei contenutiteorici e della
complessitalei problemichesi richiededi saperisolvere.

20.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempia20.1 Sistudino,al variaredei parametrirealia; bek, le soluzionidel problema
di Cauchy: x°= ax + b, condizioneiniziale x(0) = k, determinandon& comportamento
asintoticoa +oo el' intervallo massimaleli de®nizione.Si traccinoinoltre i gra®cidelle
funzionitrovate.

Esempia20.2
Si determinila soluzionegeneraledelle equazionidifferenzialilineari, a coef®cienti non
costanti

a) x%= x=t,
b) x0= 2tx + (t3 - 1)
c) x°= 3tx + ¢

Esempio20.3 Si studinole soluzionidel problemadi Cauchy: x° = x — x2, conla

condizioneiniziale x(0) = Kk, al variaredel parametrarealek, determinandonén par

ticolare comportamenta@sintoticoe intervallo massimaledi de®nizione. Si generalizzi
l'analisi precedental problemax®= ax + bx? , conla condizioneinizialex(0) = k, con

coef®cientia e b numerirealiqualunque

Esempio 20.4 Si risolvano i seguenti problemi di Cauchy relatvi ad equazioni
differenzialia variabili separabili

a) x%= (1+ x?)sint conx(0) = 1
b) x°= t(1 —x?)=xconx(l) = 1
c) x°= (1+ t)e X conx(0) = 1
d) x°= €' cog x conx(1) = 1=4

Esempio20.5 Si determinila soluzionegeneraledelle equazionidifferenziali lineari
omogeneelel secondmrdine:

a) x%9—5x%+ 6x = 0
b) x%—2x%+ 2x = 0
c) x%+ 2x°+ x = 0

Esempia20.6 Sideterminila soluzionegeneralalelle equaziondifferenzialilinearinon
omogeneelel secondmrdine:

a) x%%+ 4x = tant
b) x%+ x%= sint
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2¢'
t2+ 3

c) x%— 5x%+ 6x
d) x9°— 5x%+ 6x

Esempio20.7 Sirisolvail problemadi Cauchy: x%+ x°— 6x = 0, condizioneiniziale
x(0) = a;x%0) = b, determinandger quali valori dei parametria e bil comportamento
asintoticodellasoluzionetendea zeropert — + oc.

Esempio20.8 Si studial variaredel parametrc I'equazionedifferenziale:x %+ kx%+
(1 — k)x = 0determinanda valori di k percui: xp+1 = (6 + X5)'™2 concondizione
inizialexg = a

Esempid20.9 Sistudiil comportamentasintoticodel sistemadinamicolinearediscreto:
Xn+1 = aXp *+ b, concondizioneiniziale xo = k, al variaredei parametrireali a; bek

mettendadn evidenzain particolard'esistenzadi punti®ssiedi puntiperiodiciedil diverso
comportamentalelletraiettorieneiduecasi:a> Oea < 0.

Esempio 20.10 Si determinino equilibri e punti periodici delle mappe seguenti,
determinandonkeventuald@perbolicita:

a) f(x) = x —x?
b) f (x) = —x3
c) f(x) = (x3+ x)=2

Esempio20.11 Siaf unafunzionecontinuae strettamentenonotonade®nitasu tutta
la rettareale. Si provi alloracheil sistemadinamicodiscretoxp+; = f (xn) nonpud
ammetterepunti periodici di periodomaggioredi 1, sela f & monotonacrescentené
maggioredi 2, selaf & monotonadescrescenteSi dia inoltre I'esempiodi unafunzione
f continua,strettamentenonotonade®nitasututtala rettarealecheammetteunaorbita
periodicadi periodo2 iperbolica.

Esempia20.12 Sistudiil comportamentasintoticodellasuccessionde®nitaperricor-
renza:xp+1 = (6 + X,)'™2 concondizioneiniziale xo = a, dove a € un numeroreale
positivo. Si generalizzi'analisi al sistemadinamicodiscreto:xp+1 = (K + x5)*?, con
condizioneinizialexo = a, dovea e K sononumerireali positivi.

Esempio20.13 La successiondi Fibonaccié de®nitaperricorrenzadallaleggedi evo-
luzione: Xnp+1 = Xn + Xn 1, concondizioniiniziali : Xg = 0, X1 = 1. Siveri®chiche
il comportament@sintoticodella successioné divergente. De®nito comea, il numero
realex,+1 =Xn, Si scriva la leggedel moto relativa alla successioneicorrentea, e sene
determiniil comportamenta@sintotico. Si osservichetale comportamentmonvariasele
condizioniiniziali dellasuccessiondi Fibonaccisonosostituitedalle: xg = a, x1 = b,
cona e bnumerireali positvi e qualunque.
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Modelli di RicercaOperativa

21.1 Motivazioni

La RicercaOperatvaoffre strumentisiadi modellizzazionehealgoritmicidi notevole im-
portanzaapplicatvain diversicampi,dall'Economiaalle ScienzeBiologiche,allaChimica
e Fisica,oltre che,naturalmenteall'ingegneria.In molti campié utile cheunostudente

e sappiaformulare un modello matematicodi un problemariconducibile alla ricerca
operatia con particolareriferimentoai modelli di programmazionenatematicee, tra
guesti,ai modellidi programmazionéneare

e sappiariconoscerda strutturadi un problemadi programmazionenatematica sappia
classi®carlo

e sappiaisolverepervia gra®caunsempliceproblemadi ottimizzazionan duevariabili

e sappiautilizzare uno strumentosoftware per formularee risolvere sempliciproblemi
di RicercaOperatva

21.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendergli argomenticontenutin questdloccooccorrepossederanabuona
padronanzalegli agomentitrattatiin:

Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
Coordinate e vettori (blocco n. 4)

Geometria analitica piana (blocco n. 9)

Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)

Altri argomenticorrelati:

e Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
e Probabilita nel continuo (blocco n. 18)
o Grafi e Reti (blocco n. 22)

105
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OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Concetto di modello mate-
matico: parametri, variabili
di decisione, vincoli, obiet-
tivo. Modelli elementari di
Programmazione Lineare, di
Programmazione Quadrati-
ca e di Programmazione
Lineare Intera.

Risoluzione grafica di mo-
delli di programmazione li-
neare in due variabili.

Risoluzione di semplici mo-
delli di programmazio-
ne matematica mediante un
foglio elettronico.

21.4 Crediti

Saperriconosceragli elementiche caratterizzand problemidi

decisionedeterministici: parametri(o variabili esogene)yaria-
bili di decisiong(incogniteo variabili endogene)Saperformu-

lare vincoli sotto forma di equazionie/o disequazioniineari.

Saperformulareunafunzioneobiettvo. Conoscereesempidi

modelli elementaridi programmazionédella miscela(o dieta)
ottimale,di piani®cazionedellaproduzionedi usso sureti, di
ottimizzazionedel portafoglio). Datoun modelloelementareali

programmazionenatematicasaperloclassi®careomemodello
di programmazionéneare,quadraticalineareintera,ancheallo

scopadi poterloimplementare risolveremedianteun algoritmo
specializzato.

Saperrisolvere problemi di ottimizzazionelineare elementari
utilizzandola rappresentaziongra®cabi—dimensionale Saper
rappresentargra®camentdinsieme di soluzionidi un sistema
di disequazioniineari. Saperappresentargra®camentée linee
di livello di unafunzionelinearein duevariabili. Sapemdetermi-
nareunasoluzioneottimalead un problemadi programmazione
linearein due variabili evidenziandoin particolarela proprieta
che unasoluzioneottimale si trova su un vertice. Saperrico-
noscereesempidi problemicon un solo ottimo, problemicon
in®niti ottimi, problemiillimitati. Sapervisualizzareproblemi
elementarconfunzioneobiettivo illimitata inferiormente.

Saperutilizzaresemplicialgoritmi di ottimizzazionedisponibili
nellamaggiormpartedeifogli elettronicipiu diffusi. Saperémpo-
stareun problemadi ottimizzazionee saperlaisolveremediante
gli strumenticontenutinel foglio elettronico. Saperleggeree
interpretarda soluzione.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO.

MATTONCINI-finale
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21.5 Esempi di problemi, esercizi e domande.

Esempid21.1 Giudicareseil seguentee un problemadi programmazionéneare:

min X

X+2y>-1

XxX—y<2
X=y
X >0

Esempia21.2 Controllareseil seguentee un problemadi programmazionéneare

max x +y
X—2y70
x+y<1
x>0
y=>0
Esempio 21.3 Formulare come problemadi programmazionelineare il problema
seguente:
min 2x —y
X —2y € [-11]
X+2y <2
x € [0;1]
y € [0;X]

Esempio21.4 Utilizzando modelli di programmaziondineare, mostrare come sia
possibileformulareil problemadi decideresela quantita
2X—y+w
ha sempresegno costante(in casoaffermativo, determinarequale segno) nell'insieme
de®nitodai vincoli
X+y+w<1
X—2y+w<2
X+w>1
X y;w >0

Esempio21.5 Formulare,comemodellodi programmaziondineare,il seguentepro-
blemaidenti®candocon chiarezzai dati (parametri),le variabili, i vincoli, I'obiettivo:
determinareél tempominimo necessaripercompletarda seguentericetta:

A scaldard'acqua(8")
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B cuocergli spaghett(12")
C grattugiarel formaggio(1")
D prepararel soffritto (3")

E prepararél sugo(4')

F condire[1]

sapendehel'attivita B nonpudiniziareprimadelcompletamentdi A, I'operazioneE non
puodiniziare primadel completamentdi D, F nonpud essereswlta senonsonoterminate
B, C,E.

Suggerimentoutilizzarecomeincogniteil momentadi inizio di ogni attivita.

Esempio21.6 Formulare,comemodellodi programmaziondineareintera, il seguente
problema,denti®candocon chiarezza dati (parametri)le variabili, i vincoli, I'obiettivo:
si immaginidi averea disposizioneun certonumeron di branimusicaliin formatoMP3;

per ciascunbranosianodati la lunghezzaespressin Megabyte)ed un indice numerico
di gradimento. Avendoa disposizioneun lettore MP3 in gradodi contenereal massimo
512 Megabyte formulareil problemadi sceltadei branidamemaorizzareonl'obiettivo di

massimizzardindice di gradimentocomplessio (sommadegli indici associata ciascun
brano).

Esempio21.7 Comecambierebbél modello dell'esempioprecedentese si volessero
memorizzareutti i branisulminimo numerodi CD?

Esempio21.8 Se,nelle oredi messadn ondadei telegiornali di primaseratagli ascolti
medidell'ultima settimanaedil prezzodi vendita(in migliaia di euro)peruno spotsono
statiquelli riportatiin tabella:

TG | Tc1l Tc2 Tc3 TG5 STubDIOAPERTO TG4 TG LAY
Audience| 5940 1520 1124 5701 909 827 122
Prezzo 110 34 9 75 11 7 8

immaginanddali volerinvestireunmassimali 110mila euroformulareunmodellocheper
metta,entroi limiti del budgetprevisto, di raggiungerda massimaaudiencecomplessia
(ipotizzatacostantenel prossimdfuturo).

Esempia21.9
Rappresentarerisolverepervia gra®cail problema
min 2x —y
Xy
x+y>1
x—2y <0
X <2
y<2

X>0
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Esempia21.10 Rappresentarerisolverepervia gra®cail problema

min X —y
Xy
—-Xx+y<1
x—-2y<1
x>0
y=>0

Esempia?1.11 Rappresentargra®camentd seguenteproblema:

Ty
—x+y<1
x—2y<1

x>0
y>0

everi®carecheessce illimitato inferiormente.

Esempia?1.12 Un editorehaprevisto,peri prossimié mesi,venditedi unnuovo roman-
zorispettvamenteper 10000, 15000, 30000, 35000, 25000e 10000unita. Attualmente
disponejn magazzinogi 5000libri ®niti. In ogniperiodo(mese)'aziendapuoprodurreal
massimda0000nuovi volumi; e la capacitdmassimalel magazzina di 10000 pezzi(mi-
surataalla®nedi ciascurperiodo,dopoaver effettuatole venditeprevisteperil periodo).ll
costodi produzioneper ciascunaunita prodottanei diversiperiodié pari, rispettvamente,
a7:50, 7:55, 7:70, 7:80, 7:85, 7:95 euro;il costodi mantenimentdn magazzinali unlibro
per un mesee stimatopari al 5% del costodi produzionerelativo a tale mese. Il prez-
zo di venditadi ciascunvolume é ®ssatoin 10 euro. Determinare utilizzandoun foglio
elettronico,il pianodi produzioneche permettadi massimizzard guadagnael periodo
consideratoNB: utilizzandola maggiorpartedei fogli elettronici,il problemapudessere
impostatamediantdl menu“Strumenti”, alla voce“Risolutore”.
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Capitolo 22

Gra® e Reti

22.1 Motivazioni

In moltissimi campisonoassaiutilizzati i concettidi grafo e di rete. Le applicazioniso-
no le piu varie, ad esempionelle reti di telecomunicazioninelle reti informatiche,nelle
reti di trasporto,nell'economiae nell'ottimizzazionecombinatoria.l problemisugra® e
reti (camminiminimi, reti di distribuzione,gra® di sequenziamento,.) portanoinoltre a
svilupparealgoritmi matematicimportantie a studiarei concettiannessidi correttezza,
®nitezzae complessita.

22.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprendergli argomenticontenutin questdloccooccorrepossederanabuona
padronanzalegli agomentitrattatiin:

e Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
e Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)
e Modelli di Ricerca Operativa (blocco n. 21)

22.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI: CONOSCENZE E ABILIT

Nozione di massimo e di minimo in forma Sapeiindividuarela soluzioné'migliore” secondo
elementare. Concetto di rete, grafo, un criterio, in uninsieme®nito di sceltepossibili.

(continug

111
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cammino, ciclo, albero, foglia. Problemi
su reti: cammini minimi, assegnamenti di
costo minimo, cicli hamiltoniani ed eule-
riani ottimi, caricamento ottimale, albe-
ro di copertura minimo, trasporto di costo
minimo.

22.4 Crediti

Conoscereesempidi problemiche possoncave-
re unarete comemodellomatematicce sapetri-
condurreproblemireali a problemisu reti. Sa-
per individuare nodi ed archi di unarete. Sa-
per costruire semplici algoritmi matematiciche
risolvonoproblemisureti.

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO.

22.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempia22.1 Un commesswiaggiatoredeve mostrara suoiprodottiin 6 citta. Datala

matricesimmetricadi distanze:

123456

1
2
3
4
5
6

01211162219
0 101527 8

0 72212

0 1611
024
0

Trovareil percorsadi costominimo totaletra quelli chetoccanoogni citta unaedunasola

volta.

Esempio22.2 Data la seguente matrice di distanzetra 6 citta (ove il simbolo —
corrispondeagli archinonpresentinel grafo):

123456

-9

OO WN B
1

1681620 -
- -2157 -

712 -
- 1611
-161

Trovareil percorsaminimo dallacitta 1 alla citta 6.

Esempio22.3 Supponiamali voler collegaretra loro 6 citta con unareteinformatica
costituitadatratti checongiungona 2 a 2 le citta. Datala matricesimmetricadi costidi

costruzioneli ognitratto:
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123456
1101211162219
2| 0101527 8
3 0 7 2212
4
5

0 1611
024
6 0

Trovarela retedi minimo costototaletra tutte quellechepotrebberaollegarele citta.

Esempid22.4 Supponiamali doverassgnare6 lavori a6 personéunoedunsololavoro
ad ogni persona).Datala matricedi costi (costosostenutger assgnareil lavoroi alla
persong):

123456
11141221162219
2|1131620152718
3152117172216
4151919151618
5
6

182121181924
212325252726

Trovarel'assggnamentali costominimo totale.

Esempio22.5 Supponiamadi dover distribuire da alcuni magazzinimercead alcune
destinazioni. Supponiamadi avere la seguentematricedi costi unitari di trasportodal
magazzinad alladestinaziong:

12345

111412111622
211516101527
3]/1819111622

Supponendehesianotala capacitdproduttva dei 3 magazzini(21,16,13)e chesianota
la richiestadelle 5 destinazion(9,12,8,14,7)trovareil pianodi trasportodi minimo costo
totale.

Esempia22.6 Supponiamali averek lavori dafar swlgerear persongk < r); suppo-
niamocheognilavoro possaesserewlto daalmenounapersona cheognipersonalebba
swlgereal piu unlavoro. Trovareun algoritmorisolutivo chedeterminiqualeé il massimo
numerodi lavori esguibili. Mostrare,preliminarmentechela soluzioneottimanoné, a
priori, K.

Esempia22.7 Dire sesonovereo falsele segguentiaffermazioni:

(1) Inungrafodi n nodiun alberodi coperturacontienen — 1 archi
(2) Ognialberohaalmenounafoglia.
(3) In ungrafoconnessasistesempreun ciclo hamiltoniano.
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(4) In ungrafoconnessesistesempreun ciclo euleriano.

(5) In ungrafoconnessesistesempreun camminocheconnetteduenodi

(6) In ungrafoconness@sistesempreun camminoorientatocheconnetteduenodi.

(7) I camminodi costominimo tra duenodidi un grafo noncontienemail'arco di costo
massimo

(8) Il camminodi costominimo tra duenodi di un grafocontienesemprd'arco di costo
minimo.



