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Prefazione

La matematicaè universalmentericonosciutacomepotentelinguaggioper descrivere il
mondo,percostruiremodelli, percalcolaree perprevedere.Perquestoè consideratauno
strumentoutilissimo,senonindispensabile,in moltissimediscipline: la Statistica,l'Infor -
matica,la Fisica,la Chimica,la Geologia,la Biologia, la Psicologia,l'Ingegneria,l'Archi-
tettura,laMedicina,l'Agraria, l'Economia,laSociologia.Anchein moltedisciplinedi area
umanistica,adesempiole Scienzedeibeniculturali e l'Archeologia,eanchenelleScienze
Giuridichesi va ampliando,o almenocomincia,l'uso di strumentimatematici,siadi tipo
quantitativo estatistico,siadi tipo logico-formale.Conseguenzadi questoèchein più del-
la metàdelleclassidellelaureeprevistenelnuovo ordinamentouniversitariosonopresenti
settori scienti®co-disciplinaridi matematicae quindi che l'insegnamento/apprendimento
dellamatematicaè unproblemaculturalee didatticorilevante,cheriguardaogni annomi-
gliaia di docentiuniversitarie centinaiadi migliaia di studenti. Nei corsi di laureadella
classe32- ScienzeMatematiche,questoproblemaassumeuncaratteredel tuttospeci®coe
nonvogliamoconsiderarloin questasede.Puntiamoinvecel'attenzionesui corsidi laurea
dove la matematicasvolge un ruolo strumentalee non costituisceunadisciplinacaratte-
rizzantee sulla questionedi comein questicorsi si possanorealizzareinsegnamentiche
sianocapacidi portaregli studentialla competenzamatematicarichiesta,partendodalle
conoscenzeposseduteall'ingressoe utilizzandola quantitàdi crediti a disposizione.Non
si trattadi unaquestionefacile, a causadel limitato numerodi crediti che, in genere,è
statoassegnatoalla matematicanegli ordinamentididattici dei corsidi laurea,e il proble-
ma è resoancorapiù dif®cile dal fattochela preparazioneiniziale degli studentiè molto
disomogenea,e per molti è piuttostocarente.Pur restandofermo indubbiamenteche la
progettazionedeipercorsiformativi è compitodei singoli docentie di ciascunconsigliodi
corsodi laurea,l'Unione MatematicaItalianaritieneche,peraffrontaretalequestione,sia
utile avereadisposizioneunquadrocomunedi riferimentodelleconoscenzeecompetenze
matematicheprincipali chesonopossibileoggettodegli studiuniversitari,rispettoal quale
ciascunopossadeterminarela propriaposizione.Inoltre, l'UMI ritienechel'articolazione
in “unità elementari”delleconoscenze,abilitàecompetenzechedevonoessereraggiunteal
terminedi unpercorsodidattico,unitàbende®niteecondivisealivello nazionale,possaes-
sereutile ai ®ni dellacerti®cazionedeicrediti (adesempioin casodi trasferimentoadaltre
sedio aundiversocorsodi laurea)epiù in generaleai ®ni dell'accreditamentodei corsidi

iii
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studio.L'Unione MatematicaItalianasentefortementetali esigenzeedhaquindinominato
un gruppodi lavoro, del qualehannofatto parte,nella faseistruttoriadei lavori, in cui è
stataprogettatal'architetturadel documento,ancheduecolleghi matematicichelavorano
nell'AMASES, e, nella stesuradelle dueunità chetrattanoargomentidi MatematicaDi-
screta,duecolleghi dell'AIRO. Talegruppoaveva il compitodi elaborareun quadrodelle
conoscenzeecompetenzematematicheprincipali chesonooggettodegli studiuniversitari,
raggruppatein possibili “unità elementari”;tali unitàdovevanoriportareindicazionisulle
propedeuticitàe unastimadell'impegnorichiestoagli studenti,conla ®nalitàdi realizzare
unostrumentoutile perprenderedecisionirelativamenteallaprogrammazionedeipercorsi
di studiouniversitariedeisingoli insegnamentidi matematica.Unaprimastesuradi questo
quadrodi riferimentoè stataprodottae vienepropostanel presentedocumento.Un esem-
pio di possibileutilizzazioneèil seguente.Supponiamocheuncertocorsodi laurearitenga
indispensabilechei propri laureaticonoscanoe sianoin gradodi utilizzarecerti strumenti
matematici.Questocorsodi laureapotràallora trovarenel documentoqui presentatouna
mappadelle conoscenzee delle abilità cheoccorronoper svilupparetali strumentie una
stimadei crediti necessari.Dopodiché,a secondadellediversesituazionie dei crediti di-
sponibili, il corsodi laureadovràdeciderequalidelleconoscenzenecessariesi considerano
giàacquisiteall'ingressodell'Università(equindi,segli studentinonle possiedono,hanno
dei “debiti” da colmareopportunamente)e quali altre devono inveceesseretrattatenegli
insegnamentiuniversitari.Tuttoquestopuòesserefattoin vari modi,chepossonodifferire
daAteneoadAteneoe daunCorsodi laureaall'altro:

• adun estremo,si potràrichiedereun elevato livello di conoscenzeper l'accesso,
e alloranel corsodi laureasi potrannoraggiungereobiettivi più ambiziosiconun
numerolimitato di crediti; in tal casooccorreràun certolavoro perotteneree per
veri®carechegli studentiabbianoeffettivamentele conoscenzeiniziali stabilite;

• all'altro estremo,si potrannoaccettareconoscenzeiniziali anchepiuttostobas-
se; in tal casooccorreràdare un maggior numerodi crediti all'insegnamento
universitariodellamatematicaperaverelaureatiadeguatamentepreparati.

Naturalmentesi hannoanchealtrepossibilità,fra cui quelladi separaregli studentiin classi
di diversolivello e in percorsidi diversecaratteristichee diversadurata,manonè questo
l'oggettodellanostraattenzionein questasede.
Le conoscenzerichiesteper l'accessodovrannopoi essereresenoteagli studentiin fase
di orientamentoe agli insegnantidellescuolesuperiori,chepotrannoperseguirle, compa-
tibilmentecon gli altri loro obiettivi formativi. Il presentedocumentopuò quindi anche
essereunamappautile agli studentie agli insegnantidellescuolesecondariesuperioriper
collocarsieorientarsiin questaarticolatasituazione.
In®ne, l'UMI ritiene di dover sottolinearechedefinire e renderepubblichele conoscen-
zeper l'ingressoè importante,ma nonè suf®ciente. Occorreanchefarein modochegli
studentichefrequentanoi diversi corsi possiedano effettivamente i pre-requisiti stabiliti.
Infatti, si ribadisce,l'insegnamentodellamatematicanonpuòessereef®cacesenonsi ri-
volgeastudentichein virtù dellaloro precedentepreparazionesonoin gradodi trarnepro-
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Prefazione v

®tto. L'inseguimentodi contenutimatematicielevati o ritenutipiù utili perle applicazioni,
senzaavereil temponecessariopermaturarei concettie senzaun'attenzioneadeguataalla
preparazionedi ingresso,potrebbeinvecedarluogoin concretoaduncrescentedivario tra
il programmadichiarato(e ancheformalmentesvolto) e le effettive conoscenze acquisite
dagli studenti.

30gennaio2006
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Introduzione: obiettivi e contenuti del documento

Cosa si trova in questo documento.
Questodocumentopresentaun possibileschemaa blocchi delle principali conoscenzee
competenzematematichechepossonoessereoggettodi studionei corsidi laureadove la
matematicasvolgeunruolostrumentaleenoncostituisceunadisciplinacaratterizzante.Lo
schemacomprende,perciascunblocco,

• un'indicazionedi propedeuticitàe prerequisiti;
• unastimadell'impegnorichiestoagli studentiperapprenderequelblocco,equindi

del corrispondentenumerodi crediti.

Nel documentosonocompresesia conoscenzee abilità di baseche dovrebberoessere
mediamentegià possedutedagli studentiall'ingressodell'Università,sia conoscenzepiù
avanzatechesonousualmenteoggettodei corsiuniversitaridelprimoo del secondoanno.

Finalità e destinatari. Il documentointendeproporsicomeun possibilequadro di riferi-
mento perindividuaregli obiettivi e costruirei curriculadegli insegnamentidi matematica
cosiddetti“di servizio” e per attribuire agli stessiinsegnamentiun opportunonumerodi
crediti,a secondadei requisitidi accessorichiestiagli studenti.Il documentovuoleanche
proporsicomeuno strumentoper individuarecon maggioreprecisionetali requisiti. Per
tutti questi®ni, il documentopotràessereutilizzatodal responsabilee dai docentidi ma-
tematicadi ciascuncorsodi laurea,tenendocontodellespeci®checaratteristichedel corso
di laureastesso.La descrizionechevienedatadelleconoscenzee abilità di basepuòpoi
essereutile ancheai docenti,agli istituti scolasticie agli ateneiper le iniziative volte a
migliorarela preparazionein matematicadegli studenticheentranoall'università.

La struttura a blocchi. Le conoscenzee le abilità matematichesonopresentatein “unità
elementari”,detteanche“blocchi” o “mattoncini”, chesi possonoconsiderarecomeele-
menticostitutivi degli obiettivi chegli studentidevonoraggiungereal terminedi uncorsoo
di unmodulodi insegnamento.Vorremmochefossechiarocheognibloccoindicauninsie-
medi conoscenze,abilitàe competenzeenonvuoleessereunoschemaperlo svolgimento
dellelezioni. In particolare,si sottolineachel'ordine in cui sonopresentatele conoscenze
e le abilità in unbloccononènecessariamentequelloin cui essepossonoesseresviluppate
nelle lezioni. Allo stessomodo,l'ordine in cui sonopresentatii blocchinoncorrisponde
adunordinesequenziale.Un esempiodi rappresentazionegra®cadei riferimenti incrociati
è nella mappain ®gura0.a. Inoltre è possibileorganizzareun corsoin modotale chein

xiii
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un certomomentosianotrattati insiemecontenutichecompaionoqui in blocchi diversi.
Osserviamoanchechevi sonoalcunecoppiedi blocchichehannointersezionenonvuota.
Naturalmente,la suddivisionein blocchi chesi trova qui propostanon è l'unica possibi-
le. Anche altre sceltesarebberostateragionevoli, ma ci auguriamochequella fattasia
adeguataagli scopiindicati.

Struttura di ciascun blocco. La descrizionedi ognibloccoèarticolatanelmodoseguente:

MOTIVAZIONI

Esplicitanole ragionipercui il bloccoè statocostituitoin quelcertomodoe anchealcu-
ne possibili motivazioni per cui quel bloccopuò avere interessenel contestodegli studi
universitari.

PREREQUISITI E COLLEGAMENTI

I prerequisitiindicanole conoscenzeindispensabilio utili peraffrontareil blocco,e sono
espressiquandopossibilein termini di altri blocchi. A secondadei casi cercheremodi
precisareseè necessariopadroneggiarecompletamenteuncertobloccoprerequisitoo seè
suf®cienteaverneunapadronanzaparziale,ad esempioin termini di conoscenzalimitata
adalcunicontenuti,o di minoreabilitàdi calcolo,o di minoreapprofondimentoteorico.In
alcuni casiosserveremocheper cominciaread affrontareun certobloccoX è suf®ciente
avereunaconoscenzaparzialedi certialtri blocchiY, Z, anchese,manmanochesi procede
nellostudiodi X, occorreràapprofondirela conoscenzadi Y e Z.
Le indicazionidateriguardoai prerequisitinondovrebberoesserepresecomeprescrizioni
rigide. Essesonosoprattuttoun richiamoa ri�ettere sul fattocheper affrontareef®cace-
mentelo studiodi un certoargomento,lo studentedeve possedereadeguatamentealcune
conoscenzee abilità, senzale quali nonsaràin gradodi trarrepro®tto dal suostudio. Ta-
le ri�essione dovrebbeesserefattasia dai responsabilidei corsi di laurea,cheinsiemeai
docentiuniversitaristabilisconol'or ganizzazionedei corsi di matematicae i requisiti per
l'accesso,siadagli studentichesi indirizzanoaduncertocorsodi laureae chedovrebbero
prepararsiadeguatamente.Diciamo qui unavolta per tutte cheil bloccon.1 Linguaggio
degli insiemi e delle funzioni, insiemi numerici e operazioni è un prerequisitoper tutti gli
altri blocchi.

CONTENUTI E OBIETTIVI

La listadei contenutiè semplicementeunelencodi nozionie risultatimatematicisui quali
vertonogli obiettivi. Gli obiettivi sonoespressiinvecein termini di conoscenzee abili-
tà. Quandoci è statopossibileabbiamocercatodi descrivere le abilità con precisione,
indicandoil tipo di prestazionecheriteniamoadeguatadapartedegli studenti.

ESEMPI DI PROBLEMI , DOMANDE, ESERCIZI

Gli esempichepresentiamoal terminedi ogni bloccointendonoprecisareulteriormente
le abilità e le competenzechesonodescrittenegli obiettivi. Gli esempipropostisonodi
tipologiadiversa,siaperquantoriguardail tipo di processidametterein atto,siaperquan-
to riguardale conoscenzenecessarie(in alcunicasiper rispondereè suf®cientepossedere
alcunenozionirelativeall'argomento,altrevolteènecessarioindividuarerelazioninonba-
nali fra le conoscenzepossedute).D'altra parte,unostessoesempiosi puòpresentarecome
uneserciziostandardo comeunproblemapiù complesso,asecondadi qualicontenutisono
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statiaffrontati in precedenza,e in qualemodo,oppureasecondadegli strumenti,siateorici,
siadi calcolo,chesonoconsentiti.

NUMERO DI CREDITI

A ciascunbloccoè statoattribuito un pesoin crediti, ma l'indicazionedatanon dovreb-
be esserepresacomeunaprescrizionerigida. Il numerodi crediti attribuito potràessere
aumentatoo ridotto tenendocontodelleseguentivariabili:

• il fattochegli argomentidi unbloccosianosvolti tutti o in parte;
• il gradodi approfondimentoedi abilitàchesi vuolesiaraggiuntodagli studenti;
• l'inevitabilesovrapposizionedi più blocchiall'interno di un insegnamento;
• il gradodi preparazionee di “maturità matematica”degli studentiall'inizio del

corso;
• la possibileinterazioneconaltri insegnamentidellostessoCorsodi laurea.

Un credito,comeindicatonelle normevigenti, corrispondeconvenzionalmentea 25 ore
di lavoro dello studente,chein questodocumentosi intendesianoda ripartire fra 8 - 10
ore di lezioneed esercitazionein classee 17 -15 ore di lavoro individuale. Si richiama
comunquel'attenzionesul fattocheperarrivareadeterminatiobiettivi sononecessarieuna
certaquantitàdi lavoro e unacertaquantitàdi tempoper la maturazionedei concetti,non
riducibili oltreunacertasoglia.

Considerazioni generali. A questopunto è opportunoesplicitarealcuneconsiderazio-
ni e criteri generaliche il gruppodi lavoro ha condiviso e adottatonella de®nizionedei
“mattoncini”.
Chi intendediventareun matematicoha a suadisposizionemolto tempoda dedicareallo
svilupposistematicodi unaconoscenzaapprofonditae formalizzatadellamatematica.Chi
invece,in unaltrocorsodi laurea,devedotarsiin untempolimitato di strumentimatematici
utili peraltre discipline,e quindi di un linguaggiomatematicoe di un insiemedi schemi
cognitivi perla letturae l'interpretazionedi fenomeni,naturalio sociali,puòaccontentarsi
di possedereunapparatoformaleunpo' ridottoe tuttavia deve

• conoscereapprofonditamentealcuniproblemiesituazioniprototipo;
• conoscerede®nizioni ragionevolmenteprecisedegli oggettimatematiciconside-

rati e conoscerela loro possibileinterpretazionein diversicontesti;
• conoscereun numerosuf®cientementeelevatodi proprietàsigni®cative degli og-

getti noti, sottola formadi enunciatidi teoremi,e saperleinterpretaree utilizzare
in diversicontesti;

• conoscereargomentazionie giusti®cazionidei teoremicheperalcuni risultati, o
almenoin casiparticolari,hannoanchela formadi dimostrazionirigorose;

• possedereabilitàoperativedi calcoloedi rappresentazione-visualizzazione,anche
conl'assistenzadi opportunistrumenti,e nellasoluzionedi problemi;

• averecapacitàdi soluzionedi problemi.

Oltreaquelleindicate,chesonoconoscenzedisciplinaridi tipo dichiarativo-proposizionale
(indicatetalvolta come“sapere”),e di tipo procedurale(indicatetalvolta come“saperfa-
re”), l'utilizzatore dellamatematicadeveavereanchealtreconoscenze,soprattuttosevuo-
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le esserein gradodi costruire,o almenodi adattaree utilizzare,modelli matematici. In
particolare:

• oltre checonosceresingoli oggettimatematici(adesempiola funzioneex , o l'e-
quazionedifferenzialeu00+ u = 0), deve conoscere“f amiglie” di oggetti e le
loro proprietà(adesempiola famigliadi funzioni ax , conla proprietàchec'è un
tempodi dimezzamento,oppurela famiglia delle equazionidifferenziali lineari
del secondoordine,condiversicomportamentia secondadei coef®cienti);

• deveaverela capacitàdi cambiarerappresentazioni(gra®che,simboliche,nel lin-
guaggionaturale),di vedereunasituazioneda più punti di vista, di controllare
semanticamentei passaggiformali e di interpretarei risultati di uncalcolo;

• devesaperecheesistono “tipi” di oggettichehanno“certi tipi di proprietà”edeve
saperedovepuòreperireulteriori informazioni,de®nizioni,teoremi,applicazioni
(adesempiodeve saperein generalecheesistono dei modi perapprossimareuna
funzione“generica”usandofunzioni chestannoin certeclassiparticolari,come
i polinomi, le splines,o i polinomi trigonometrici,e deve saperedi volta in volta
cometrovareil tipo di risultatochelo interessa);

• deveaverecapacitàdi modellizzaresituazionie di impostare problemi;
• deve esserein gradodi ritrovare le informazioninecessarieriguardoa concetti

matematicieprocedurechehaimparato,machenonricordacompletamente.

Questosecondogruppoappenadescrittocomprendecompetenzedi tipo metacognitivo che
tutti riconoscerannocomeimportantie non facili da raggiungere.Vogliamosottolineare
checi parepossibilee opportunodedicareloro unanotevole attenzionee ridurre invece
l'apparatoformale(chenonvuol dire affattorinunciarea dimostraree argomentare!).In-
fatti, ci parecheperraggiungereil tipo di conoscenzaindicatanonsianecessarioinsistere
eccessivamentesul formalismo, il qualenon di rado, oscurail signi®catodegli oggetti
matematicie frenalo sviluppodellecompetenzedi modellizzazione.
Le competenzedisciplinari e metacognitive elencate®n qui si sviluppanoe si esplicano
insieme e attraverso capacitàgeneralie trasversali,cui ci si riferiscespessoin modosom-
mariocomeal “metododi studio”o alla “capacitàdi apprendere”.In modopiù dettagliato
e precisopossiamodescriverlecomecapacitàdi

• letturae interpretazionedei testi,
• scritturae, in generale,comunicazione,
• organizzazionee archiviazionedellaconoscenza,nellamemoriaa breve o lungo

terminee in archivi di ognigenere,anchesusupportoinformatico,
• autovalutazionedelleconoscenzeedelleabilità,

ma anche,più globalmente,di organizzazionee gestionedelle risorse,di progettazione,
di consapevolezzadei processidecisionaliin gioco, di assunzionedi responsabilitàdelle
decisioniprese.Questecapacitàrichiedonoa loro volta credenzee atteggiamentipositivi
edef®caciversola matematica,versol'apprendimentoeversolo studio.Nonècompitodi
questodocumentoentrarespeci®camentein talequestione,tuttavia vogliamodireche

• buonecapacitàgeneralimigliorano i risultati nello studio di ogni disciplina e
vengonoparticolarmenteapprezzatein chi cercalavoro;
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• il contestodella matematicaè particolarmenteadattoa svilupparetali capacità
(anzi, questoè spessouno dei motivi principali per cui la matematicaè inserita
nei curricula).

Di conseguenzaosserviamoche anchele capacitàgeneralidevono esseretenuteoppor-
tunamentepresentinella de®nizionedegli obiettivi e dei prerequisitidi un corsoe nella
attribuzionedelnumerodi crediti.
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Capitolo 1

Linguaggio degli insiemi edelle funzioni, insiemi
numerici e operazioni

1.1 Motivazioni

Per parlaredi qualunqueargomentomatematicoè indispensabileutilizzare alcunesem-
plici nozioni e notazionirelative agli insiemi e alle funzioni. Tali nozioni servono come
linguaggio e nonoccorreunaconoscenzadellateoria degli insiemi.
La conoscenzadei numeriinteri, delle frazioni e dei numeridecimali®niti, in particolare
la capacitàdi operareconsicurezzaconle operazionieconle disuguaglianze,ènecessaria
peraffrontarequalunqueargomentodi matematica.A diversi livelli di complessitàoccor-
re sapercalcolarementalmente,con cartae pennae con la calcolatrice. Perevitare una
visionedellamatematicacomedisciplinasolamentecaratterizzatadaregoledi calcoloda
memorizzaree daapplicare,visionecheostacolerebbegli studisuccessivi, occorrein que-
stostadiochegli studentisappianoanchevederei numerinaturali,interi e razionalicome
elementidi insiemisui quali sonode®niterelazionie operazioniconcerteproprietà,e che
abbianoconsapevolezzadellemotivazionichestannoalla basedei successivi ampliamenti
degli insieminumerici. Inoltre, occorrechegli studentiabbianoesempidi procedureche
portanoa considerarenumeriindividuati da un allineamentodecimalein®nito e chesap-
pianoche,sel'allineamentononèperiodico,alloraquestinumerinonsonorappresentabili
conunafrazione.

1.2 Prerequisiti e collegamenti

Sapereseguirele operazioniaritmetichenell'insiemedeinumerirazionali.
Moduli particolarmentecorrelatisono

• Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

1
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1.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Nozione intuitiva di insieme
e di funzione. I connettivi
logici “and”, “or”, “not”.
L’implicazione. I quantifi-
catori. Termini e forme del
discorso matematico.

Saperdescrivere a parole e saperrappresentaregra®camente
l'inclusione, l'intersezione,l'unione edil complementaredi in-
siemidati. Conoscerele nozionidi prodottocartesianofra insie-
mi, di relazionee di funzione.Saperrappresentarein vari modi
(gra®ci, tabelle,diagrammia frecce)relazionie funzioni. Saper
distinguereun'implicazionedalla suainversa.Saperesprimere
nellinguaggionaturaleunaproposizionein cuicompaionoquan-
ti®catori, e viceversa.Saperutilizzarei quanti®catori.Saperne-
gareproposizioniin cui compaionoquanti®catori.Conoscereil
ruolo di de®nizioni,assiomi,teoreminel discorsomatematico.
Conoscereil signi®catodei termini “ipotesi” e “tesi”. Sapere
individuareipotesi e tesi nell'enunciatodi un teorema. Saper
impostareunadimostrazioneperassurdo.

L’insieme IN dei numeri na-
turali, l’insieme ZZ dei nu-
meri interi, l’insieme Q dei
numeri razionali. Opera-
zioni, ordinamento, proprie-
tà delle operazioni e dell’or-
dinamento. I numeri reali
come allineamenti decimali
infiniti.

Conoscerealivello intuitivo le proprietàdell'insiemedeinumeri
naturaliedelleoperazionidi addizioneemoltiplicazione.Cono-
scerela relazionedi divisibilità fra numerinaturalie la de®ni-
zionedi numeroprimo. Conosceree sapermotivarei successivi
ampliamentiagli insiemiZZ e Q. Conoscerela leggedi annulla-
mentodelprodottoesaperlaapplicare.Saperinterpretarele ope-
razioni di sottrazionee divisionecomeoperazioniinversedel-
l'addizioneedellamoltiplicazione.Conoscerele proprietàdelle
operazionie dell'ordinamentoe saperlecoordinare(adesempio
saperoperaresudisuguaglianzesommando/ moltiplicandoam-
bo i membriperunostessonumero).Sapereseguireoperazioni
evalutarediseguaglianze:mentalmente,concartaepennaecon
la calcolatrice. Conosceree saperutilizzare le convenzionidi
scritturariguardoall'ordine delleoperazioniin unaespressione.
Sapereche iterandol'algoritmo della divisionetra duenumeri
interi si ottengonocifre decimalichesi ripetonoperiodicamen-
te. Saperoperareconnumeriespressiin rappresentazionidiverse
(adesempiosaperconfrontareunafrazioneedun numerodeci-
male). Conoscereesempidi proceduredi calcolocheportano
a considerareallineamentidecimali in®niti non periodici. Co-
noscerela rappresentazionedei numerisulla rettae sapereche
esistonopunti della rettacui corrispondononumeri chenon si
possonoscriverecomefrazioni.
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1.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI .

1.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio1.1 Siano:

A = {x ∈ Q|x2 < 2}

e

B = {x ∈ Q|x2 > 2}

(1) Scriverealcunielementidell'insiemeA edalcunielementidell'insiemeB .
(2) Descriverei seguentiinsiemi:

• A ∩ B
• A ∪ B
• A \ B

Esempio1.2 Dati gli insiemi A = {0; 1} e B = {a; b}, determinaretutte le possibili
funzionidi A in B e darneunarappresentazionegra®ca.

Esempio1.3 Si consideril'insiemedi paroleA = {ananas; mela; gatto; mano} e l'in-
siemedi numeriB = {1; 2; 3; 4; 5}. La leggecheassociaadogni paroladell'insiemeA il
numerodi vocali in essacontenute�e unafunzionede®nitasuA a valori in B ?

Esempio1.4 Definizione: Dati due numeri naturali a e b diversi da zero, un intero d
viene detto massimo comun divisore fra a e b se valgono le seguenti tre proprietà:

(1) d è un divisore di a
(2) d è un divisore di b
(3) se c è un divisore comune fra a e ballora c è un divisore di d.

Applicarequestade®nizioneperdimostrareche:

(1) 4 è il massimocomundivisorefra 24e28
(2) 5 nonè il massimocomundivisorefra 35e 38
(3) 3 nonè il massimocomundivisoretra 15e 45.

Esempio1.5 Spiegarela seguenteaffermazione

Non si può dividere per zero.

Esempio1.6 Tradurreil seguenteenunciatoin unaformulamatematica:

Dividendo 27 per 6 si ottiene come quoziente 4 e come resto 3.

Esempio1.7 Teorema: Per ogni coppia di naturali m; n, con n 6= 0, esistono e sono
unici due naturali q; r tali che m = nq + r e 0 ≤ r < n.
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(1) Individuareipotesie tesidelprecedenteteorema.
(2) Determinareq er , nel casoin cui m = 20e n = 6.
(3) Nell'enunciatoprecedente,quali letteredesignanorispettivamentequozientee resto?
(4) Perchéè necessariala condizionen 6= 0? Cosapotrebbesuccederese non fosse

veri®cata?Farequalcheprovanumerica.
(5) Sarebbemeglio metterela condizionen ≤ m? Cosaaccadesen > m?
(6) Cosaaccadesem = 0?

Esempio1.8 Nell'insiemeIN deinumerinaturaliconsiderarela proprietàP(x):

“x verifica x + 3 > 5.”

(1) È veroo falsoche∀x ∈ IN valeP(x)?
(2) È veroo falsoche∃x ∈ IN percui valeP(x)?
(3) DeterminaunsottoinsiemeA di IN taleche∀x ∈ A valeP(x).
(4) DeterminaunsottoinsiemeB di IN talecherisulti falsoche∃x ∈ B percui valeP(x).
(5) Risponderealle domandeprecedentinel casoin cui la stessaproprietàsiaconsiderata

nell'insiemeIR.

Esempio1.9 Stabiliresele seguentiaffermazionisonovereo false.

(1) ∀x ∈ IN ∃y ∈ IN : x − y = 3.
(2) ∃x ∈ IN ∀y ∈ IN : x − y = 3.
(3) ∃x ∈ IN ∃y ∈ IN : x − y = 3.
(4) ∀x ∈ IN ∀y ∈ IN : x − y = 3.

Esempio1.10 Sianoa; b;c numerireali arbitrari. Quali delleseguentiimplicazionisono
vere e perché? In quali è necessarioimporre la condizioneche uno o più numeri sia-
no diversi da zeroaf®nchésianoveree perché?In quali è necessarioimporrechesiano
positivi?

(1) a < b⇒ a + c < b+ c
(2) a < b⇒ ac < bc
(3) a < b⇒ 1

a < 1
b

(4) a < b⇒ a
c < b

c

Esempio1.11 De®nizione:SiaA un sottoinsiemedi Q. Il numeroM si dice massimo
dell'insiemeA seM ∈ A e perognia di A si ha:M ≥ a.

(1) Dimostrareche7=2 nonè il massimodell'insiemeA = {x ∈ Q| 1 < x < 4}
(2) Dimostrarechel'insiemeA = {x ∈ Q| x > 3} nonhamassimo.
(3) Dimostrarechel'insiemeA = {x ∈ Q| x < 2} nonhamassimo.

Esempio1.12 Qualedelleseguentiespressionisigni®ca: ogni numero intero è multiplo
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di 7?

a) ∃ a ∈ Z; ∃ b∈ Z : a = 7b

b) ∃ a ∈ Z; ∀ b∈ Z : a = 7b

c) ∀ a ∈ Z; ∃ b∈ Z : a = 7b

d) ∀ a ∈ Z; ∀ b∈ Z : a = 7b

Esempio1.13 Qualedelle seguentiespressionisigni®ca: non è vero che ogni numero
intero è multiplo di 7?

a) ∃ a ∈ Z; ∃ b∈ Z : a 6= 7b

b) ∃ a ∈ Z; ∀ b∈ Z : a 6= 7b

c) ∀ a ∈ Z; ∃ b∈ Z : a 6= 7b

d) ∀ a ∈ Z; ∀ b∈ Z : a 6= 7b

Esempio1.14 Qualeè il maggioretra:

(1) 10=3 e 3:331?
(2) � e 314=100?
(3) 6; 28e 2� ?

Esempio1.15 Trovarei numerix cheveri®canola condizione

(x + 2)(x2 + 1)(x2 − 1) = 0

Esempio1.16 Disporrein ordinecrescentei seguentinumeri:

0; 30; 0; 7; 0; 15; 0; 1:

Esempio1.17 Indicarela sestacifra dopola virgoladelnumero12; 652· 10� 4

Esempio1.18 Utilizzandounacalcolatrice,per tentativi, cercareun numerox tale che
x5 + x3 = 1.

Esempio1.19 Scriverele espressionidecimalidei numeri

1; 1 +
1
4

; 1 +
1
4

+
1
9

; 1 +
1
4

+
1
9

+
1
16

; :::

e confrontarleconl'espressionedecimaledi � 2

6 .
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Capitolo 2

Manipolazionedi formule algebriche,potenzee
radici, equazioniedisequazionialgebriche

2.1 Motivazioni

Nel contestodellamatematicala capacitàdi trasformareespressionialgebrichein vistadi
un certoobiettivo è di fondamentaleimportanza,così comela capacitàdi avere il con-
trollo sulletrasformazionieffettuate.Altrettantoimportanteè la capacitàdi orientarsinel-
l'impostazione,riconoscimentoed eventualerisoluzionedi equazionie disequazioni,in
particolarequellealgebriche.

2.2 Prerequisiti e collegamenti

È utile averealcuneconoscenzeindicatein:

• Coordinate e vettori (blocco n. 4)

Le conoscenzedel presentebloccodovrebberoesseresviluppatecontestualmentea quelle
di:

• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

perchési rafforzanoavicenda.È utile disporreconsicurezzadeicontenutidi questoblocco
primadi affrontare

• Geometria analitica piana (blocco n. 9)
• Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)

7
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2.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Trasformazione di espres-
sioni algebriche. Significato
di una formula

Saperriconosceree applicareconsapevolmentele proprietàdelleope-
razionideinumerireali,nel trasformareespressioniletterali.Saperuti-
lizzareletteree notazionialgebricheperdescriveresituazionie risolve-
re problemi. Saperutilizzarediverseespressionialgebricheequivalen-
ti a secondadell'obiettivo. Saperfattorizzareun'espressionedel tipo
a2 − b2, a3 − b3, ...

Generalità su equazioni, di-
sequazioni. Le funzioni po-
tenza, valore assoluto, radi-
ce. Equazioni e disequazioni
algebriche.

Saperriconoscereseunnumeroèsoluzionedi un'equazione.Saperap-
plicarela regoladi annullamentodel prodottoper risolvereequazioni.
Saperapplicarela regola“dei segni” per risolveredisequazioni.Saper
utilizzare le proprietàdelle disuguaglianzefra numeri reali per risol-
veredisequazioni.Visualizzaregra®camenteil signi®catodi semplici
equazionie disequazionifra potenzeadesponenteintero,radici,valore
assoluto.Saperrisolvereequazionidi 1� e 2� gradoin un'incognita.
Saperrisolveresempliciequazioniedisequazionialgebriche.

2.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO .

2.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio2.1 Indicaresele seguentiaffermazionisonovereo false.

(1) ∀x ∈ IR; ∀n ∈ IN si hax < xn .

(2) ∀a; b∈ IR; ∀n ∈ IN si haa < b⇒ an < bn .

Esempio2.2 Indicarequaledelleseguentiuguaglianzeè falsa:
� a

b

c = ab

ac

� (ab)c = abc

� ab� c = a−c

a−b

� ab+ c = ac

a−b
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Esempio2.3 Sea e bsononumerireali positivi, l'uguaglianza:
√

a + b =
√

a +
√

b

� è semprevera
� nonèmai vera
� è veraperalcunivalori di a e b, eprecisamente...

Esempio2.4
√

9 è ugualea:
� 3
� −3
� ±3
� dipende

Esempio2.5 Perqualsiasiunnumerorealex, | − x| è ugualea:
� −|x|
� |x|
� + x

� nessunadelleprecedenti

Esempio2.6 Calcolare(x+ y)4 in almenoduemodidiversi.Confrontarequindii risultati
ottenuti.

Esempio 2.7 Chiamando x, y e z le lunghezze di tre segmenti, interpretare
geometricamenteconundisegno
le identità:

(x + y)z = xz + yz

(x + y)2 = x2 + 2xy + y2

Esempio2.8 Scrivere i seguenti polinomi nella forma a(x + b)2 + c, con a, b, c
opportunamentescelti

x2 − x − 1 3x2 − 6x + 1 x2 +
1
4

+ x:

Esempio2.9 Le lunghezzedei lati di un rettangolosonoa e b. Esprimerela metàdel
quadratodelperimetrodel rettangolo.

Esempio2.10 In un paesedi n abitanti la quantitàQ di un certobenevendutaannual-
menteèdatadaQ = k n

5p2 dovep èil prezzounitarioek unacostante.Seil prezzodimezza
edil numerodi abitantitriplica, di quantovariaQ?

Esempio2.11 Unadittadi elettrodomesticihavendutoin unanno200forni amicroonde
al prezzodi 100eurol'uno. È statostimatocheseil prezzodi venditadi un fornoaumenta
di x euro, allora il numerodi forni venduti in un annodiminuiscedi 30x. Esprimere
l'incassoannuodelladitta in funzionedell'aumentox.

Esempio2.12 Scriverel'espressione2x +1
x 2+2 x , conx 6= 0 ex 6= −2, nellaforma a

x + b
x +2 ,

scegliendoopportunamenteduenumerireali a e b.
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Esempio2.13 Sex, y e z sononumeridiversidazero, x 2y
3z si puòscriverecome:

� 1
3 (x � 2yz) � 1

� (3x � 2y� 1z) � 1

� x 2

3x−2yz−1

� nessunadelleprecedenti

Esempio2.14 Indicare quale dei seguenti numeri è soluzionedell'equazionex3 +
12

√
24− x2:

−3
√

3 − 3
√

2 − 2
√

3 − 2
√

2

Esempio2.15 Determinarequantesoluzioni reali distinte ha ciascunadelle seguenti
equazioni:

x3 + 2 = 0; |1− x| + 2 = 0;
1

x + 2
= 0;

(3x + 5)4 = 1; 2(x − 1)2 + 3(x − 1)4 = 0;
x − x2

x + 2
= 0:

Esempio2.16 Interpretaree risolveregra®camentele disequazioni:

x2 < x4 x2 > x |x| > −x
√

x > x:

Esempio2.17 Quali delleseguentiimplicazionisonovereperogni valorerealedi x per
cui hannosensole espressionichein essecompaiono?

(1) 2
x � 2 < 3 ⇒ 2 < 3(x − 2)

(2)
√

2x + 1 > x − 1 ⇒ 2x + 1 > (x − 1)2

(3)
√

x > x ⇒ x > x2

(4) 1
x ≤ x ⇒ 1 ≤ x2

(5) −2x < 3 ⇒ x < − 3
2

Esempio2.18 Siaax2 + bx + c = 0, cona 6= 0, un'equazionedi 2o gradochehadue
radici reali x1 ex2. Dimostrarel'identità:

ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2)

Utilizzaretaleidentitàperstabilireil segnodi ax2 + bx + c, al variaredi a, b, c.

Esempio2.19 Risolverele disequazioni

2x
2x2 + x − 2

> 0 4x−x5 > 0
1

x2 − x + 1
≤ 0

√
x + 2√
x − 2

< 0:

Esempio2.20 Sapendochevale

1
p

+
1
q

=
1
f

;

esprimereq in funzionedellealtreduevariabili.
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Esempio2.21 Un prodottoè espostoin vetrinaal prezzodi 14 euro.Il prezzoè datodal
ricavo del venditorepiù la tassadel20%sul ricavo (IVA). Calcolarela tassa.
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Capitolo 3

Geometriaeuclideapiana

3.1 Motivazioni

Nei corsiuniversitaridi materiescienti®chevengonomoltospessousati,più o menoespli-
citamente,argomentidi geometriaeuclideapiana.Raramenteperògli studentisonoin gra-
dodi rendereespliciti tali riferimenti. Spessoessinonsononeanchein gradodi descrivere
conlinguaggioappropriatoo addiritturapercepiresempliciproprietàgeometrichedi ®gu-
re o immagini. Vengonoqui riportati gli argomentie gli obiettivi essenzialidi geometria
euclideapiana.Ulteriori approfondimentiin diversedirezionisi trovanonei blocchiGeo-
metria analitica piana (blocco n. 9) e Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche
(blocco n. 10).

3.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderegli argomentitrattati in questobloccononsi ritienenecessariala co-
noscenzadegli argomentitrattatiin altri blocchi,aparte,ovviamente,il bloccoLinguaggio
degli insiemi e delle funzioni, insiemi numerici e operazioni (blocco n. 1).
Le conoscenzedelpresentebloccosonoassolutamenteessenzialiper:

• Geometria analitica piana (blocco n. 9)
• Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)
• Geometria euclidea ed analitica dello spazio (blocco n. 13)

13
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3.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Figure geometriche piane,
enti fondamentali e loro
proprietà.

Conoscereil signi®catodei termini retta,semiretta,segmento,
piano,semipiano,angoloe saperliutilizzareconproprietà.Sa-
perdareunade®nizionedi retteparallelee di retteperpendico-
lari. Conosceree saperusarei criteri di congruenzae similitu-
dine tra triangoli. Conosceree saperusareproprietàelementari
riguardantiretteparallele,retteperpendicolari,triangoli,quadri-
lateri. Conoscereesaperusareil teoremadi Talete,il teoremadi
Pitagora.Conoscereesaperusarele proprietàdellecirconferen-
ze,dellecordee delletangenti;conoscerela relazionetraangoli
al centroe angoli alla circonferenza.Conoscerela nozionedi
®guraconvessa.

Misura: lunghezze e aree.
Proprietà della misura

Sapercalcolareperimetrie areedi poligoni. Conoscerele rela-
zioni tra lunghezzadella circonferenza,areadel cerchioe lun-
ghezzadel raggio. Saperecomevarianoareee perimetri con
cambiamentidi scala.Saperutilizzarel'additività e l'in varianza
perisometriedell'area.

Costruzioni geometriche. Sapereffettuareegiusti®carecostruzionigeometricheelementa-
ri con il solo usodi riga nongraduatae compassoquali: trian-
golo equilaterodi lato assegnato,rettapassanteperunpuntoas-
segnatoparallela(o perpendicolare)adunarettaassegnata,cir-
conferenzapassanteper tre punti assegnati. Conoscerequalche
metodopertracciareun'ellisse.

Trasformazioni geometriche
del piano: isometrie, tra-
slazioni, rotazioni, simme-
trie rispetto a un punto e ri-
spetto a una retta, omotetie,
similitudini e loro composi-
zioni.

Saperdeterminaresempliciproprietàdelle trasformazionigeo-
metriche.Saperindividuareproprietàinvariantiper isometrieo
persimilitudini.

Dall’intuizione alla dimo-
strazione.

Sapermodellizzareaspettidel mondorealecon ®gure geome-
trichepiane.Saperinterpretare®guregeometriche,cogliendone
gli elementiessenzialiin relazionead un dato obiettivo o in-
dividuandoneproprietàcaratterizzanti.Saperledescriverecon
un linguaggioappropriato. Riconoscerela necessitàdi sotto-
porreproprietàintuitiveecongetturerelativeaproprietàgeome-
triche alla dimostrazionelogica. Comprenderedimostrazionie
produrrecatenededuttive.
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3.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO . Qualsiasistudentedovrebbeaver
già incontratonel suo curriculum scolasticogran partedegli argomentidescritti. Si re-
putapertantoche il tempodi lavoro assistitoed individualecorrispondentead un credi-
to sia suf®cienteper unostudentecheaffronti questiargomentiall'inizio del primo anno
universitario.

3.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio3.1 Descriverela ®gura3.ain modotalecheunapersona,chenonpuòvedere

la ®gura,la possariprodurrefedelmente.

Figura3.a

Esempio3.2 Veri®carela veritào falsitàdelleseguentiaffermazioni.
Dati dueinsiemiconvessiaventialmenounpuntoin comune,

• la loro intersezioneè un insiemeconvesso;
• la loro unioneè un insiemeconvesso.

Esempio3.3 Tre punti distinti A, B , C nonallineatide®nisconoun triangoloAB C di
lati i segmentiAB , B C e CA. Sappiamochel'insiemedeipunti delimitati dal triangoloè
sempreun insiemeconvesso.Un quartopuntoD nonappartenentealle tre rettecontenenti
i lati del triangoloAB C de®nisce,insiemeai tre precedenti,il quadrilateroAB CD di lati
i segmentiAB , B C, CD e DA.
Determinarein qualiregionidelpianodevestareil puntoD af®nchéil quadrilateroAB CD
nonsiaintrecciato.
Determinarein qualiregionidelpianodevestareil puntoD af®nchéil quadrilateroAB CD
nonsiaintrecciatoe l'insiemedeipuntidelimitati daessosiaun insiemeconvesso.

Esempio3.4 Dati duepuntidistinti A eB , determinaretutti i quadratiaventicomevertici
i puntiA e B .

Esempio3.5 È datoun triangoloAB C aventeil lato AB di lunghezzaugualea 10 cm
e sonodati duepunti A0 e B 0 aventi distanzaugualea 10 cm. Determinarele posizio-
ni dei punti C0 tali che il triangolodi vertici A0B 0C0 sia congruenteal triangoloAB C.
Determinaretali puntiC0 facendousosolamentedi uncompasso.
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Esempio3.6 AssegnatiduepuntiA eB aventidistanzaugualea10cm,determinaretutti
i puntiC tali chei triangoliAB C abbianoareaugualea 20cm2.

Esempio3.7 Dati duepuntidistinti A eB , de®nireil loro puntomedioM edeterminarlo
facendousosolamentedi uncompassoe di un riganongraduata.

Esempio3.8 Determinarela bisettricedi un angoloassegnatofacendousosolamentedi
uncompassoe di unariganongraduata.

Esempio3.9 Sianodati tre punti distinti. Quali condizionidevonoveri®carei tre punti
af®nchéesistaalmenounacirconferenzapassanteperessi?In tal caso,quanteneesistono?
Spiegarecomesi puòdeterminarnecentroe raggio.

Esempio3.10 Affrontareil problemaprecedenteconsiderando,invecechetrepunti,due
puntidistinti.

Esempio3.11 Affrontare il problemaprecedenteconsiderando,inveceche tre punti,
quattropuntidistinti.

Esempio3.12 Disegnareil simmetricodi unpuntorispettoadunaltropuntofacendouso
solodi uncompasso.

Esempio3.13 Determinarele duetangentiadunacirconferenzaassegnatapassantiperil
puntoassegnatoesternoalla circonferenzafacendousosolamentedi un compassoe di un
riganongraduata.

Esempio3.14 La circonferenzadi centroO eraggio1 in ®gura3.b,èdivisadalsegmento

AB in dueparti. Sapendochel'angolo AÔB è retto, quantovale l'area della regione
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�������
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�������

�������
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�������
�������
�������
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�������
�������

O

A

B

Figura3.b

evidenziata?

Esempio3.15 Si vuoletagliarela fettadi tortatriangolarein ®gura3.c in mododaotte-

neredueporzioniuguali.Seil taglioH K è paralleloal lato AC e AB = l, quantomisura
H B ?

Esempio3.16 Un fotografo,dotatodi unamacchinafotogra®cachehaunangolodi cam-
povisivo paria60� , vuolefotografarenellasuainterezzaun'astaorizzontalelunga5 metri
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A

B

K

C

H

Figura3.c

postaadun'altezzadi 180cmrispettoal terrenoorizzontale,ponendola macchinafotogra-
®caadunaltezzadi 180cmsulterreno.In qualipuntidelterrenoegli puòporreil cavalletto
dellamacchinafotogra®ca?E' possibiledeterminaretali punti avendoa disposizionesolo
unalungacordadausareo pertracciarecirconferenze(®ssandoneunaestremitànel centro
dellacirconferenza)o pertracciaresegmenti(®ssandonegli estremi)?

Esempio3.17 È dataun'isometriaf del piano. Sonoassegnati tre punti A, B e C non
allineatie le loro immaginif (A), f (B ) e f (C) attraversol'isometriaf . Datounqualsiasi
quartopuntoD , èpossibile,conoscendosolamentei puntiA, f (A), B , f (B ), C, f (C) eD ,
determinarel'immaginedi D attraversof ? In casoaffermativo spiegarecomedeterminare
f (D ). È possibiledeterminaref (D ) facendousodel solocompasso?

Esempio3.18 Affrontareil problemaprecedentetogliendol'ipotesi chei tre punti A,B
e C sianononallineati.

Esempio3.19 Nella ®gura3.d, le rettes e t sonoparallele.Qualè il minimo numerodi

angolichesi devonoconoscere,af®nchésianopoi determinatitutti gli altri?

t
s

Figura3.d

Esempio3.20 Un'astaAB di lunghezzal è appoggiataadun muro,comein ®gura3.e,

in modochel'estremoA sia ad 1 m dal suolo. È verochespostandoB di 1 m versoil
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A

B

Figura3.e

muro,ancheA saledi 1 m?

Esempio3.21 Quantisonogli assidi simmetriadi unpoligonoregolaredi 24 lati?

Esempio3.22 Due fotogra®eriportanoun'osservazioneal microscopiocon ingrandi-
mentidiversi.Suunasi distinguonotrepuntiesull'altrasolodue.Comesi puòdeterminare
sutaleimmaginela posizionedelpuntononvisibile?
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Capitolo 4

Coordinate e vettori

4.1 Motivazioni

La descrizionedel pianoe dello spazioutilizzandole coordinaterispettoadun sistemadi
riferimentocartesianoè unostrumentodi base,necessarioper la maggiorpartedegli svi-
luppi della matematica.In questoambitoè naturaleanchel'introduzionedel concettodi
vettoreconle sueprimeproprietà.

4.2 Prerequisiti e collegamenti

Per un percorsosigni®cativo e per affrontareesercizipiù interessantiè utile conoscere
almenoin parte:

• Geometria euclidea del piano (blocco n. 3).

Alcuneconoscenzedelpresentebloccosonoindispensabiliperlo sviluppodi:

• Geometria analitica piana (blocco n. 9)
• Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)
• Geometria euclidea ed analitica dello spazio (blocco n. 13)
• Numeri complessi (blocco n. 15)
• Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)

19
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4.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Sistemi di riferimento nel
piano e nello spazio.

Conoscerele coordinatecartesianenel pianoe nello spazio. In
un sistemadi coordinateassegnatonel pianoo nello spazio,sa-
per individuarele coordinatedi un puntoe saperrappresentare
unacoppiao ternaordinatadi numericomeunpunto.Sapercal-
colarela distanzatra duepunti di coordinatenote.Saperdescri-
veresemplici sottoinsiemidel pianocomeluoghi di punti che
soddisfanocertecondizioni sulle coordinate(semipiani,ango-
li, semplicipoligoni, rettee semirette,segmenti,circonferenze).
Saperdisegnaresemplici sottoinsiemidel pianoe dello spazio
de®niti assegnandocondizioni sulle coordinate. In contestidi
varia naturanei quali intervengonodue variabili, rappresenta-
reedinterpretaredeterminatesituazioniutilizzandosottoinsiemi
del pianocartesiano.

Il linguaggio dei vettori. Conoscereil linguaggiodei vettori per indicaresegmentiorien-
tati nello spazio. Conoscerel'identi®cazionedello spaziocon
l'insieme dei vettori applicati in un punto®ssato.Sapercalco-
lare il modulodi un vettoredi coordinatedate.Sapersommare
vettori, moltiplicareun vettoreperunoscalare,sia gra®camen-
te sia utilizzandole coordinate. Saperscrivereed interpretare
l'equazionedellarettain formaparametrica.

Prodotto scalare. Saperecostruirela proiezionedi un vettoresu un altro. Saper
calcolareil prodottoscalaretra duevettori, in termini di coordi-
natedei vettori o di modulodei vettori e cosenodell'angolotra
essicompreso.Saperecheil prodottoscalareènullo seesolose
i duevettori sonoortogonali.

4.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO . Qualsiasistudenteche si iscriva
all'universitàdovrebbeavere già incontratonel suo curriculum scolasticogli argomenti
descritti in questoblocco,almenoper quantoriguardail piano. L'estensioneallo spazio
richiedeunamaturazionedei concetti,ma non è particolarmenteimpegnativa. Si reputa
pertantoche il tempodi lavoro assistitoed individualecorrispondentead un credito sia
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suf®cienteperunostudentechedebbapadroneggiarequestobloccodi conoscenzeall'inizio
del primo announiversitario. Sesi omettonoalcuneparti, può esseresuf®cienteanche
mezzocredito.

4.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio4.1 Disegnareil triangolo di vertici A = (0; 1; 0), B = (−1; 0; 3), C =
(2;−2; 2) e calcolarneil perimetro.

Esempio4.2 Calcolareil perimetroe l'areadel rettangoloin ®gura4.a.

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������

a �1

2

Figura4.a

Esempio4.3 Disegnarela rettapassanteper il puntoP = (−1; 2) e cheha pendenza
−0:5.

Esempio4.4 Fissatoun sistemadi riferimentocartesianonel piano,siadatoil puntoA
di coordinate(3;−5).
Determinarele coordinatedel:

• puntoB simmetricodi A rispettoall'origine del sistemadi riferimento;
• puntoC simmetricodi A rispettoall'assedellex;
• puntoD simmetricodi A rispettoall'assedelley;
• puntoC simmetricodi A rispettoalla rettay = x.

Esempio4.5 SiaAB C un triangolorettangoloin A e aventeil catetoAC di lunghezza
doppiadel catetoAB .
Considerareunsistemadi riferimentocartesianocheveri®chi le seguenticondizioni:

• l'assedellex coincideconla rettacontenenteil catetoAB del triangoloAB C;
• l'assedelley coincideconla rettacontenenteil catetoAC del triangoloAB C;
• l'unità di misuradelsistemadi riferimentocoincideconla lunghezzaAB del triangolo

AB C.

Determinare:

• le coordinatedei vertici A, B eC;
• le equazionidelletre rettecontenentii tre lati del triangoloAB C;
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• le relazionialgebricheveri®cateda tutti e soli i punti appartenentiad ognunodei tre
lati del triangoloAB C;

• le relazionialgebricheveri®catedatutti e soli i punti internial triangoloAB C.

Esempio4.6 Rappresentarenel pianocartesianol'insieme{(x; y) ∈ IR2 : |x − 2| 6 1}.

Esempio4.7 Rappresentarenel pianocartesianol'insieme {(x; y) ∈ IR2 : x2 + (y +
1)2 = 4}. Quale®gurarappresentanellospaziol'insieme{(x; y; z) ∈ IR3 : x2+ (y+ 1)2 =
4} ?

Esempio4.8 Rappresentarenellospaziocartesianogli insiemi

{(x; y; z) ∈ IR3 : |x| 6 1; |y| 6 1; |z − 1| 6 1}

{(x; y; z) ∈ IR3 : x2 + y2 + z2 = 1; x > 0; z > 0}:

Esempio4.9 Dati i puntiA = (1; 1), B = (2; 3) eC = (4; 1), determinarele coordinate
del:

• puntoD talecheil vettore
−−→
AD siala sommadeivettori

−−→
AB e

−→
AC ;

• puntomedioE del segmentoB C.

Determinarela relazioneintercorrentetra il vettore
−−→
AD e il vettore

−→
AE :

Esempio4.10 Sianou e w i duevettori in ®gura 4.b. Disegnareil vettorev tale che

w = u + v e calcolarneil modulo(un quadrettocorrispondeadun'unità).

u

w

Figura4.b

Esempio4.11 Siar la retta(−1 + 2t; 5− 3t), cont ∈ IR. Determinareduevettoriu e v
tali cheu + tv siala rettaparallelaadr e passanteper(1;−2).

Esempio4.12 Siadatonello spaziocartesianoil vettorev =
−→
OA, dove O è l'origine e

A = (1;−2; 3). Determinareduepunti B e C, nonappartenentialla stessarettapassante
perO, tali chei vettori

−−→
OB e

−−→
OC sianoortogonalial vettorev. Determinarequindi il luogo

deipunti D tali cheil vettore
−−→
OD siaperpendicolareav.
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Esempio4.13 Calcolareil modulodellaproiezioneortogonaledel vettore(1;−2; 3) sul
vettore(5; 3;−1).

Esempio4.14 Sia w un vettorenon nullo di IR2. Sev1 e v2 sonoduevettori tali che
v1 · w = v2 · w, direseè verochev1 = v2.
(Conv1 · w è indicatoil prodottoscalaredei vettori v1 ew)

Esempio4.15 I punti A = (−3; 5; 0), B = (−3;−1; 2) e C = (9; 5; 0) possonoessere
vertici consecutivi di unafacciadi uncubo?
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Capitolo 5

Funzioni e gra®ci elementari

5.1 Motivazioni

Questobloccoraccoglieun insiemedi conoscenzeelementarirelativealle funzioni reali di
variabilerealeeai lorogra®ci,uniteadalcuneminimeconoscenzesull'usodellecoordinate
per descriveresemplici insiemi nel piano. Lo studiodei gra®ci utilizzandola nozionedi
derivataè invecepartedel bloccoDerivata (blocco n. 16) e si ritienechedovrebbeessere
appresosolamentedopoaver acquisitoalmenoin buonapartele conoscenzee le capacità
qui descritte.

5.2 Prerequisiti e collegamenti

Le conoscenzeindicatein questobloccosonostrettamentecollegateabuonapartedi quelle
indicatein:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Coordinate e vettori (blocco n. 4)

che,senonsonoprerequisiti,sonoalmenoda svilupparecontemporaneamente.Ulteriori
conoscenzesonopoi utili e consentonodi considerareun maggiornumerodi esempisi-
gni®cativi di funzioni e gra®ci,comeindicatoin alcuniesempidi domandee problemi.In
particolareè utile avereunaconoscenzaelementare e operativa dellefunzioni seno,cose-
no,esponenzialeelogaritmo,perla qualcosaperònon ènecessariosviluppareinteramente
i blocchisullefunzioni trigonometrichee sulle funzioni esponenzialee logaritmo,chenel
presentedocumentosonopresentatisuccessivamentea questo.In questobloccol'insieme
dei numerireali si usasoprattuttoconil signi®catodi l’insieme di tutti i numeri che ci può
venire in mente di usare. Dunqueoccorreappenasaperoperarealgebricamentee un po-
co anchenumericamenteconqualchenumerononrazionale,come

√
2 o � , trattandoloin

modointuitivo comeallineamentodecimale.Non è necessariala conoscenzadel numero
di Neperoe. Conil simbolo log indichiamola funzionelogaritmoin unabasequalunque
(maggioredi 1) e il lettoreè invitato a metterequellachepreferisce.Noi consigliamodi
usarela base2 oppurela basee, sequestonumeroèconosciutoe anche il suo significato è
effettivamente conosciuto.
Molte conoscenzeindicatenelpresentebloccosonounapremessautile per:

25
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• Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
• Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)
• Progressioni aritmetiche e geometriche, funzione esponenziale e funzione logaritmo

(blocco n. 11)
• Preliminari al calcolo: processi di approssimazione e numeri reali (blocco n. 14)

e sonoindispensabiliperlo sviluppodi:

• Derivata (blocco n. 16)
• Integrale (blocco n. 17)

5.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Esempi di funzioni e grafi-
ci. Definizione di proprietà
elementari delle funzioni.

Conoscerela de®nizionee il gra®co delle funzioni seguenti.
Funzionepotenza(adesponenteintero),radice,valoreassoluto.
Funzionesegno. Funzionide®nitea tratti. Saperdisegnareper
punti i gra®cidellafunzioneesponenziale(adesempiodi base2,
3) e dellefunzioni senoe coseno.Conoscereil sottogra®coe il
sopragra®codi unafunzionee utilizzarli perdescrivereinsiemi.
Saperdareunade®nizionedi funzionecrescenteo decrescen-
te edesserein gradodi accertarela monotoniadi unasemplice
funzione.Conoscerela nozionedi funzionelimitata. Sapereco-
mesi leggonosul gra®codominioe immaginee le proprietàdi
unafunzionedi essereiniettiva,suriettiva,biiettiva. Sapertrova-
re il massimoe il minimo di unasemplicefunzioneconmetodi
elementari.Conoscereesempie proprietàgeneralidi funzioni
periodicheedesempidi descrizionedi fenomeniperiodici,non
soltantocon funzioni trigonometriche.De®nizionegeometrica
di insiemeconvessoe funzioniconvesse.

(continua)
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Funzioni lineari, funzioni
polinomiali di primo grado e
retta. Pendenza di una retta.
Interpretazione dei grafici in
diversi contesti.

Sapercalcolare(in modoapprossimato,rispettoad un sistema
di riferimentodato)la pendenzadi unarettadisegnatasudi un
foglio. Saperscriverel'equazionedi unarettadi cui sonodatele
coordinatedi duepunti. Saperdisegnareesaperscriverel'equa-
zionedi unarettadi cui sonodatele coordinatedi unpuntoP0 e
la pendenzaa.
Conoscerela de®nizionedi funzionelineareda IR in IR. Sa-
perechei gra®ci di funzioni lineari sonole rette(nonverticali)
passantiperl'origine e saperinterpretaresul gra®cole relazioni
f (x + y) = f (x) + f (y), f (tx ) = tf (x).
Nel casoin cui una funzioney = ax + b rappresentiun cer-
to fenomeno,saperleggeresul gra®co il comportamentodel
fenomenostesso.

Operazioni sulle funzioni e
trasformazioni dei grafici.
Famiglie di funzioni che
dipendono da parametri.

Sommaeprodottodi funzionie loro gra®ci. Sommadi unafun-
zionee di unacostante,relazioneconle traslazioniverticali del
gra®co. Prodottodi una funzioneper una costantee relazio-
necon i cambiamentidi scalanell'asseverticalee le ri�essioni
rispettoall'asseorizzontale. Reciprocodi una funzionee suo
gra®co. Composizionedi funzioni. Traslazionie cambiamenti
di scalasull'asseorizzontale.Ri�essioni rispettoall'asseverti-
cale.Funzioneinversae suogra®co.Massimofra duefunzioni.
Esempidi funzioni ottenutecombinandoin modosemplicefun-
zioni elementarie rappresentazionequalitativa dei loro gra®ci.
Funzioniparie funzionidispari.Gra®cidi semplicifunzionipo-
linomiali e razionali. Funzionelogisticae funzionegaussiana.
Funzionetan x. Funzionelogaritmo. In unadatafamiglia di
funzioni dipendentidaparametri,trovarele funzioni cheveri®-
canodeterminatecondizioni (ad esempiocheassumonovalori
assegnati in puntiassegnati).

5.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO . Una completa padronanzadi que-
sto bloccosi ottienein generesolo insiemea quelladel calcolodifferenzialee integrale,
ma una buona padronanzaè possibilee opportunaancheprima di un corsodi Calcolo,
con l'impegnodi circa 1 credito. Unaconoscenzagià accettabilepercostruiresuccessivi
sviluppipuòessereraggiuntaanchecon0.5crediti.
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5.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio5.1 Sia f : IR → IR la funzionede®nitada f (x) = x3 + x. Alcune delle
seguentisonodescrizionidelgra®codi f . Quali?

A: {(x; y) | x ∈ IR} B: {(x3 + x; y) | x; y ∈ IR}
C: {(x; x3 + x) | x ∈ IR} D: {(x; y) ∈ IR2 | y = x3 + x}

Mostrarechela funzionef ècrescentein IR.

Esempio5.2 Disegnareil gra®codellafunzionef de®nitada

f (x) =
{
|x| sex ∈ (−∞; 2]
2 sex ∈ (2; + ∞)

Descriverel'immaginedi f .

Esempio5.3 Siaf : [0; 4] → IR la funzioneil cui gra®coè disegnatonella®gura5.a(il

cerchiettobiancostaa signi®carecheil puntocorrispondentenonappartieneal gra®co, il
cerchiettonerocheil puntocorrispondentefa partedel gra®co).

4

1 2 3 4 5

1

2

3

Figura5.a Gra®codi f

Dire qualedelleseguentiè unade®nizionedi f

A: f (x) = n, doven è il più grandeinterocheveri®can < x
B: f (x) = n, doven è il più grandeinterocheveri®can ≤ x
C: f (x) è il più piccolointerochesuperax

Esempio5.4 In uno stessoriferimento cartesianodisegnare il gra®co delle funzioni
2� x 2=a , pera = 1, a = 2, a = 4, a = 0:5, a = 0:25.
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Esempio5.5 In unostessoriferimentocartesianodisegnarei gra®cidellefunzionif (t) =
sin(2� t + � ), per� = � =2, � = � =3, � = � =2.

Esempio5.6 In unostessoriferimentocartesianodisegnarei gra®cidellefunzioni

f (t) = sin(! t);

per! = 1, ! = 2, ! = 4.

Esempio 5.7 Descrivere il triangolo mostrato nella ®gura 5.b medianteopportune

intersezionie unionidi sottogra®cie sopragra®ci.

1

2

4

1 3 5

Figura5.b Triangolo

Esempio5.8 Mostrarechela funzione1=x2 èdecrescentenell'intervallo (0; + ∞).

Esempio5.9 In ®gura5.cèdisegnatoil gra®codi unafunzionef . Descrivereil dominio

e l'immaginedi f .

Esempio5.10 Descrivereil dominiodellefunzioniseguenti

x√
x − 1

; log
( x

2− x

)
; log(sinx):

Esempio5.11 Descriverel'immaginedellefunzioniseguenti

f (x) = e� 1
x ; f (x) = log(x − 1); max{x; 2− x}:

Esempio5.12 Mostrarechei tre punti (−5; 36), (20; 56) e (75; 100) appartengonoalla
stessaretta.

Esempio5.13 Gli studentidi unaclasse,volendoorganizzareunviaggiodi istruzione,si
recanopressodueditte perconoscereil preventivo di spesadi un pullman.La primaditta
chiede2e al km, più 150e di spesa®ssa.La secondadittachiede1:75e al km, più 200e
di spesa®ssa.A partiredaqualedistanzaèpiù convenientesceglierela secondaditta?

A : 101km B : 201km C : 301km D : 401km
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�1 1 2 3 4

1

2

3

4

�1

�2

�3

�2�3�5 �4

Figura5.c Gra®codi f

Esempio5.14 Rappresentarequalitativamenteil gra®codellefunzioni iperboliche

sinhx = (ex − e� x )=2 e coshx = (ex + e� x )=2:

Esempio5.15 Sia g una funzione di x con gra®co del tipo mostratoin ®gura 5.d.

Individuare quale, fra i gra®ci mostrati in ®gura 5.e, rappresentameglio la funzione

x

y

Figura5.d Gra®codi g

exp(g(x)) .

Esempio5.16 Disegnareil gra®codellafunzionef (x) = sinx − [sinx] (doveil simbolo
[� ] denotala parte intera del numeroreale� , ovveroil più grandenumero intero minoreo
ugualea � ).
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A.

x

y

B.

x

y

C.

x

y

Figura5.e Gra®ci fra cui sceglierequellodellafunzioneexp (g(x))

Esempio5.17 Siano f e g le funzioni, de®nite sull'intervallo [0; 5], il cui gra®co è
riportatonella®gura5.f.

1
f

g

1

Figura5.f Gra®cidi f eg

Disegnareil gra®codellefunzioni f + g; f g; f =g.

Esempio5.18 Rappresentareil gra®codellafunzionef (x) = |x| + |x + 2|. La funzione
f è iniettiva?

Esempio5.19 In unostessoriferimentocartesiano,tracciareil gra®codellafunzione

f (x) = x2
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e ancheil gra®codi ciascunadellefunzioni indicatesotto.

x2 + 4; (x + 4)2;
1

4 + x2 ;
1

4− x2

Esempio5.20 Siaf la funzioneil cui gra®coèriportatonella®gura5.g.

5

2

1 3

Figura5.g Gra®codi f

Disegnareil gra®codellefunzionig(x) = f (x + 2); h(x) = f (x) + 2; u(x) = f (−x)
e inoltre il gra®codellefunzioni−f ; f 2; |f |; 1=f ; max{f ; 0}.

Esempio 5.21 Disegnare qualitativamenteil gra®co e determinareil periodo della
funzionesinx cosx.

Esempio5.22 Il gra®comostratonella®gura5.hè quellodella funzioneax3 + c, pera

e c ®ssati. Qualedelleseguentiaffermazioniècorretta?

A : a > 0 e c > 0 B : a > 0 e c < 0
C : a < 0 e c > 0 D : a < 0 e c < 0

Esempio5.23 Determinareil valore di a; b;c in modo che il gra®co della funzione
f (x) = ax2 + bx + c passiper i punti (−1; 1), (2; 0) e (4;−1). Calcolareil massimo
di f .

Esempio5.24 Tracciareil gra®codelle funzioni sinx e cosx e poi per punti il gra®co
della funzionef (x) = 3sinx + 4cosx. Mostrarepoi, usandoopportuneformule tri-
gonometriche,che f (x) = A cos(x + � ) con A e � opportunie si vedache il gra®co
corrisponde.

Esempio5.25 Determinarequali tra le funzioni della famiglia f (x) = A cos! x +
B sin ! x veri®canole condizionif (0) = f (1) = 1.
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Capitolo 6

Elementi di StatisticaDescrittiva

6.1 Motivazioni

La Statisticaè unostrumentoper trattaredati e conessasi possonodareintepretazionidi
coseaccadute(statisticadescrittiva) o si può tentaredi “prevedereciò chepotrebbeacca-
dere” (statisticainferenzialeo matematica). La Statisticainferenziale,cheha unostretto
legameconil calcolodelleprobabilità,ècontenutanelbloccoElementi di statistica inferen-
ziale (blocco n. 19). In questobloccosi trovanoinvececonoscenzerelative alla statistica
descrittiva, utili in tutte le discipline(®sica,medicina,ingegneria,psicologia,economia,
sociologia,...)quandooccorre

• organizzareunaricerca;
• raccogliere,organizzare,rappresentareeinterpretaredati,ancheconl'ausilio di tabelle,

istogrammi,gra®cidi vario tipo;
• affrontaredalpuntodi vistastatisticodiversesituazioniproblematiche.

6.2 Prerequisiti e collegamenti

Si ritieneimportanteconoscere,almenoin parte:

• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
• Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)

Questomattoncinocostituisceunapremessautile a

• Probabilità nel discreto e calcolo combinatorio (blocco n. 7)

edè indispensabileper

• Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)

35
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6.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Raccolta e classificazione di
dati. Tipi di caratteri (o di
dati). Campionamento.

Saperraccoglieredati utilizzandovari metodi,ad esempiocon
osservazioni,indagini,esperimenticontrollatie questionari.Sa-
perdistingueretra variabili qualitative e quantitative. Scegliere
in modocasualeun elementoin un collettivo; produrreesem-
pi di campionirappresentativie nonrappresentativi. Riuscirea
costruiresemplicicampionistrati®cati.

Rappresentazione di dati.
Tabelle e diagrammi. Fre-
quenza relativa ed assoluta.

Sapercostruiree leggeretabelledi dati,eventualmentea doppia
entrata. Sapercostruire,anchecon fogli elettronici, opportu-
ne rappresentazionigra®chedei dati (istogrammi,areogrammi,
box-plot,...)esaperliinterpretare.Saperdeterminarela frequen-
zaassolutae relativadi unamodalitàespressaanchein formadi
percentuale.

Analisi di dati. Indici
di posizione e dispersione.
Regressione e correlazione.

Saperdeterminaremedia,medianae scartoquadraticomediodi
una distribuzione(collezionedi dati), essendoin gradodi va-
lutare quelli signi®cativi in relazioneall'obiettivo dell'analisi.
Conoscereedutilizzarele proprietàelementaridi tali indici sta-
tistici. Saperdeterminarela rettadi regressione,calcolarela cor-
relazionetra duevariabili statistichee sapernevalutareil grado
di dipendenza.

6.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO . Le conoscenzedel presenteblocco
possonoesseresviluppatecontestualmenteaquelledelbloccoFunzioni e grafici elementari
(blocco n. 5). In tal casosi potrebbeancheprevedere,peril complessodeiduemoduli,una
riduzione(di circa1=5) del tempo-creditinecessarioal loro sviluppo.

6.5 Esempi di problemi, esercizi e domande.

Esempio6.1 Considerarela seguentetabelladi dati, che illustra la percentualedella
popolazioneagricolasullapopolazioneattiva in alcunipaesi:
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Anni GranBretagna Francia Germanie U.S.A
1850 22 64 65 65
1870 15 49 49 50
1910 6 42 18 33

1850 1870 1910

0

5

10

15

20

Percentuale di popolazione agricola su quella attiva

Figura6.a Percentualedellapopolazioneagricolasullapopolazioneattiva in alcunipaesi

Osserviamopoi il gra®co riportato in ®gura 6.a, che evidenzia la percentualedella

popolazioneagricolasullapopolazioneattiva in unodeiprecedentipaesi.

• Di qualepaesesi tratta?
• Sarebbepossibileinserire in uno stessogra®co tutti i dati della tabellache è stata

precedentementeintrodotta?
• Comesi potrebberofarei confronti?

Esempio6.2 Le altezze(in centimetri)di 50 studentidi unascuolasonoriportatenella
tabellachesegue:

169 166 166 170 164 168 170 167 171 170
171 164 171 170 172 173 167 167 168 168
170 168 167 166 160 169 161 174 166 174
174 167 164 168 161 167 164 170 168 166
168 170 167 171 170 164 166 168 169 167

Determinaremoda,medianaemediadelladistribuzione.

Esempio6.3 Volendoraggrupparein classii datidell'Esempioprecedente,considerareil
casoin cui i dativengonoraggruppatiin 10classiequelloin cui i dativengonoraggruppati
in 5 classi. Tracciarepoi, per entrambii casi, il gra®codella distribuzionedi frequenza.
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Discuterei risultati ottenutinelle duesituazioniproposte.(Per lo svolgimentodi questo
eserciziosi suggeriscel'utilizzo di un foglio elettronico).

Esempio6.4 Calcolarelo scartoquadraticomediodeidatidellatabellaintrodottanell'E-
sempio2 e discuterela suadeterminazionenei duecasichesi hannoa secondadelledue
diversesuddivisioni in classi.

Esempio6.5 Cosaaccadealla mediana,alla mediaedallo scartoquadratico(relativi ai
dati dell'Esempio2) seciascundatoè quintuplicato?Motivarela risposta.

Esempio6.6 Cosaaccadealla mediana,alla mediaedallo scartoquadratico(relativi ai
dati dell'Esempio2) seciascundatoè diminuitodi 2? Motivarela risposta.

Esempio6.7 Cosaaccadealla medianae alla media(relativi ai dati dell'Esempio2) se
i dati dell'ultima colonnasonoaumentatidi 10cm? Motivare la risposta. Si possono
determinaremediae mediananonsapendochei 5 dati aumentatidi 10cm appartengono
all'ultima colonna?

Esempio6.8 Descrivere tre esempi, tratti dalla realtà di ogni giorno, nei quali sia
utilizzatala mediana,la mediaaritmeticae la mediaarmonica.

Esempio6.9 Si lanciaundado100volte(®sicamenteo usandounatavoladi numerialea-
tori). Costruireil gra®codelladistribuzionedi frequenzerelative dei punteggi e calcolare
la mediacampionariadopo:

1) 10 lanci;
2) 25 lanci;
3) 100lanci.

Esempio6.10 Nella tabellaseguentesonoriportati i dati relativi ai titoli di studio di
150abitantidi unacittadinaai quali erastatochiestoancheil titolo di studiodelpadre.Le
classisonostatede®nitecome(E) = elementare,(M) = media,(BS)bienniosuperiore,(ES)
= esamedi stato,(D) = diplomauniversitario,(L) = laureauniversitaria.La tabellamette
in evidenzaun ”miglioramentoculturale” dei ®gli rispettoai padri. Giusti®carequesta
considerazione.

PADRE E PADRE M PADRE BS PADRE ES PADRE D PADRE L

E 10 3 2 0 0 0
M 6 15 4 1 0 0
BS 4 10 8 5 1 0
ES 1 6 6 12 3 1
D 0 0 5 10 10 4
L 0 0 0 6 8 9

Esempio6.11 Supponiamochequesti5 amiciabbianoi seguentiredditi e risparmi:
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REDDITO (R) RISPARMIO (� )

ANDREA 8000e 600e
BEPPE 11000e 1200e
CARLO 9000e 1000e
DARIO 6000e 700e
EUGENIO 6000e 300e

Rappresentarein un pianocartesianoR,� i punti corrispondentiai 5 amici e calcolarela
rettadi regressione.Darepoi unainterpretazionedeidati utilizzandoquestaretta.

Esempio6.12 Dopo aver calcolatola retta di regressionerelativa ai dati dell' Esem-
pio precedente,considerandoil risparmio(� ) dipendentedal reddito(R), dareunainter-
pretazionedel coef®cienteangolaredella retta: è un numero“puro” (adimensionale)?
Perché?
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Capitolo 7

Probabilit� nel discretoed elementidi calcolo
combinatorio

7.1 Motivazioni

In moltissimedisciplinesi incontranoimportantisituazioniin cui gli esiti di fenomenio
esperimentisonoincertie il calcolodelleprobabilitàèunostrumentoindispensabiledi mo-
dellizzazione.Il casoin cui gli eventipossibilisonoin numero®nito, cheèsostanzialmente
quelloconsideratoin questoblocco,richiedetecnichee linguaggioun po' menocomples-
si, e può esseretrattatoautonomamente.Il Calcolodelle Probabilitànel casocontinuoè
inveceraccoltonel bloccoProbabilità nel continuo (blocco n. 18). Non è perònecessario
separarelo studiodei duecasie anzi può essereutile mantenerlicollegati nell'insegna-
mento. In questobloccoè inseritoun breve riferimentoalla distribuzionenormalecheci
sembranecessariopercompletareil discorsonel casodiscretoe cheverràpoi sviluppato
nelbloccoProbabilità nel continuo (blocco n. 18).
Nel Calcolodelle Probabilitàsi utilizzanomolti oggettimatematicichesonodi comune
uso anchein altri settori della Matematica. Questoconsentedi collegarenaturalmente
l'insegnamentodellaprobabilitàa quellodi altri argomenti.

7.2 Prerequisiti e collegamenti

Perapprenderegli argomentitrattati in questobloccosonoutili le conoscenzee le abilità
inclusein:

• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
• Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)

I contenutidi questobloccosonofortementecollegatia:

• Probabilità nel continuo (blocco n. 18)
• Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)

41
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7.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Fenomeni casuali. Even-
ti. Spazio degli eventi ele-
mentari. Probabilità di un
evento. Criteri per l’as-
segnazione di una proba-
bilità agli eventi elementa-
ri: impostazione “classica”
e “frequentistica”. Addi-
tività della probabilità su
eventi disgiunti. Calcolo
combinatorio.

Saperfornire esempidi esperienzeil cui risultatoè incerto(ad
esempioil lancio di un dado,l'estrazionedel lotto, i tempi di
attesa).Saperelencarei possibili risultati di un “esperimento”
(eventi). Sapervalutarela probabilitàdi un evento,in partico-
lare saperriconoscereun eventoimpossibilee un eventocerto.
Saperfornire unarappresentazionegra®cadei possibili esiti di
un'“esperimento”(gra®adalbero,diagrammidi Venn,tabelle).
Sapercostruiremodelliappropriatial problemaconsiderato.Sa-
perechela sommadelleprobabilitàdegli eventi di unafamiglia
completadi eventi incompatibiliè ugualead1. Saperesprimere
la probabilitàdi un evento per mezzodi quella del suo com-
plementare.Sapercalcolarela probabilitàdell'unionedi eventi
nonnecessariamenteincompatibili. Saperusarele tecnichedel
calcolocombinatorio(disposizioni,combinazioni,permutazio-
ni) per “contare” gli elementidi un insiemee per calcolarela
probabilitàdi unevento.

Eventi indipendenti. Proba-
bilità condizionata e formu-
la di Bayes.

Saperesedueeventi sonoindipendenti.Esserein gradodi for-
nireesempidi eventi indipendenti.Conoscereil concettodi pro-
babilità condizionatae la formula di Bayese saperliutilizzare
nellarisoluzionedi problemiconcreti.

Distribuzioni di probabilità.
Variabili aleatorie discrete:
valore atteso (o media o pre-
visione o speranza matema-
tica) e varianza. Gioco
equo. Distribuzioni discrete
di particolare importanza:
binomiale (o bernoulliana),
geometrica, ipergeometrica,
di Poisson.

Sapercalcolarela distribuzionedi probabilitàdi una variabile
aleatoriadiscreta. Saperecosaindicanoil valoreatteso,la va-
rianzae la deviazionestandarddi unavariabilealeatoria.Saper
calcolaremediaedeviazionestandarddi unavariabilealeatoriae
di unafunzioneelementaredi unavariabilealeatoriadiscreta(ad
esempio:E(X + 3); E (X 2); Var(2X )). Conoscerele proprietà
di alcunedistribuzioni discretenotevoli (binomiale,geometri-
ca, ipergeometrica,di Poisson)e saperleapplicarein situazioni
concrete.Sapervalutarecriticamentei giochidi sorte.

Distribuzioni continue: di-
stribuzione normale, utiliz-
zando una nozione elemen-
tare di integrale.

Conoscerela differenzatravariabili discreteevariabili continue.
Conoscerei concettidi funzionedi densitàefunzionedi distribu-
zione.Conoscerele proprietàdelladistribuzionenormale.Saper
utilizzarele tavoledelladistribuzionenormalestandard.
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7.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI , ridotti a1.5creditinelcasoin cui non
vengatrattatala distribuzionenormale.

7.5 Esempi e problemi

Esempio7.1 In quantimodisi possonosedere13personeattornoadun tavolo?

Esempio7.2 Quantesonole coppie(ordinate)di numeri naturali, minori di 100 non
consecutivi?

Esempio7.3 Dati 5 punti in unpiano(a trea trenonallineati)quantitriangolisi possono
formare?

Esempio7.4 Dareun esempiodi eventi indipendentichenonsonoincompatibili ed un
esempiodi eventi incompatibilichenonsonoindipendenti.

Esempio7.5 Mostrarechedueeventi incompatibiliedi probabilitàpositivanonpossono
essereindipendenti.

Esempio7.6 Qual è la probabilità che, giocandoal lotto, su tre ruote diverse,esca
contemporaneamentecomeprimo estrattoil numero77?

Esempio7.7 Scommetteresul fatto cheverràalmenounavolta il 4 lanciandoun dado
4 volte è “equivalente”a scommetteresul fatto cheverràalmenounavolta il “doppio 6”
lanciandoduedadi24volte?

Esempio7.8 Qual è il giustoprezzoda pagareper far partedi un gioco in cui si può
vincere25e unavoltasu5 e10e conprobabilitàdoppia?

Esempio7.9 Per la vittoria ®nalenel campionatodi calcio, gli scommettitoridannola
Juventus5 a 2 edil Milan 3 a2. Quali sonole rispettiveprobabilitàdi vincere?

Esempio7.10 Scrivere in termini insiemistici l'evento: {si veri®canoalmeno3 degli
eventiA; B ; C; D}.

Esempio7.11 Si può spiegare,usandotermini probabilistici, il fatto che la rouletteè
consideratoil gioco“da casinò”menoiniquoperunoscommettitore?

Esempio7.12 È noto che una forma di pro®lassiha la probabilitàdel 90% di essere
effettiva duranteun anno. Se supponiamoche da un annoad un altro gli effetti siano
indipendenti,dopo7 annièpiù probabileunsuccesso(dellapro®lassi)o unsuofallimento?

Esempio7.13 Giuseppedice ad un amico ªHo due ®gli ed almenouno dei due �
Maschio.º Qualè la probabilitàcheanchel'altro ®glio siaMaschio?
SeGiuseppeavessedettoªHo due®gli ed il minore� Maschioºla rispostaalla domanda
precedentesarebbela stessao sarebbediversa?

Esempio7.14 Qualèla probabilitàdi ottenere8 Testesu10lancidi unamonetaperfetta?
E sela probabilitàdi Testafossedel55%?
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Esempio7.15 Si estraggonoa casoe contemporaneamenteduenumeridaun sacchetto
di numeridatombola.Determinarela funzionedi probabilitàdeiduenumeri.

Esempio7.16 Un sistemadi allarmeè formatoda3 meccanismiindipendentile cui pro-
babilitàdi guastarsisonop1 = 0:2; p2 = 0:1; p3 = 0:3. Duedi essisi guastanoa causadi
un cortocircuito. Qualè la probabilitàchesi sianoguastati,a prescinderedall'ordine del
guasto,i primi due?

Esempio7.17 Giocandoa poker, è più probabileaverein manoun full ovveroTre carte
di untipo (Asso,7,...) eDuedi unsecondotipo oppureuncolore ovverocinquecartedello
stessoseme(Picche,Cuori,...) nonconsecutive?

Esempio7.18 ProvarecheVar(aX ) = a2 Var(X ) echeVar(X + 2) = Var(X ).

Esempio7.19 Discutereil signi®catodi Var(X ) = 0. A chetipo di variabilealeatoria
puòfar riferimento?

Esempio7.20 PuòesistereunavariabilealeatoriatalecheE(X ) = Var(X ) ?

Esempio7.21 SiaX unavariabilealeatoriadi tipo geometricoesianon; m ≥ 1. È vero
cheP(X = n + m|X > n) = P(X = m)?

Esempio7.22 Si lanci un dadoonesto.SiaX il risultatodi un lancio,S la sommadel
lanciodi duedadi,N il numerodi lanci effettuatiperottenerela primavolta la faccia5 .
Calcolarele distribuzionidi X ; S;N , la loro mediae la loro varianza.

Esempio7.23 Un metodofrequentementeusatoperconoscerela numerositàN di alcune
speciedi animaliè il seguente:si catturaun certonumeron di animali,si contraddistigue
in qualchemodoogni animalecatturato– ades. tingendoloro unazampadi vernicerossa
indelebile–esi lascianopoi liberi. Dopounpo' di tempo,allorchéla faunasi è“ristabilita”,
si ripetel'operazionee si cercadi stimare,partendodal numerodi animali con la zampa
rossacatturatiquestasecondavolta, quantovaleN . L'operazionepuòessereripetutapiù
volte.
Supponendoalloradi ripeterel'operazionedi catturae ricatturak volte e ipotizzandoche
ogni animaleabbiala stessaprobabilitàp di esserecatturato,trovare la probabilitàche,
partendodaN animalisenecatturinorispettivamenten1; n2; · · · ; nr di quelli giàcatturati.
Successivamente,supponendonotaquestaprobabilitàe di NON conoscereN , provarea
de®nireunastrategiaperstimareN .

Esempio7.24 (Problemadei compleanni)Quantistudentiritenetedebbanoesserepre-
sentinel cortile di unascuolaaf®nchési possascommettere“alla pari” chealmenoduedi
essisononati nellostessomesee nellostessogiorno?
(Suggerimento:ricavareal calcolatorei valori della probabilitàche tra n studentive ne
sianoalmenoduenatinatinellostessomeseenellostessogiorno,perdiversivalori di n da
10a100.)

Esempio7.25 Sela probabilitàcheun apparecchiosiadifettosoè 0:1, trovarela devia-
zionestandarddelladistribuzionedegli apparecchidifettosiperunapartitadi mercedi 400
pezzi.

Esempio7.26 Ad unesameil votomedioèstato72e la deviazionestandard9. Il miglior
10%degli studentisaràpromosso.Qualè il votominimoperla promozione?
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Calcolonumerico esattoe approssimatoe
propagazionedegli errori

8.1 Motivazioni

In granpartedelleapplicazionidellamatematicasi operaconnumerireali scritti sottofor-
madi allineamentidecimali.Tali allineamentidecimalihannoquasisempre“code” in®nite
(anchesesi trattadi numerirazionali). Nei calcoli è inveceinevitabile usaresoloespres-
sioni decimalicon“code” ®nite, spessoconun numeropre®ssatodi cifre dopola virgola.
Quindi diventacrucialerendersicontodi qualè la “perditadi informazione”chesi subi-
scenel passaredalla conoscenzateoricadi un numero(per esempio� ) ad un suovalore
decimaleapprossimato,per esempio3:141592. È ancorpiù crucialerendersicontodella
misurain cui, nei calcoli convalori approssimati,la precisionedei dati in entratasi riper-
cuotesullaprecisionedel risultatoin uscita.Va segnalatainoltre l'importanzadi rendersi
contodel diversomodoin cui i matematicie gli scienziatisperimentali(o gli economisti
e gli statistici)usanogli oggettie i simboli matematici.Ad esempio,nell'ambito di una
scienzasperimentale,dare2:70comerisultatodi unamisuraè diversorispettoa dare2:7 ,
ancheseentrambele scritturesi riferisconoallo stessonumerorazionale.Infatti, scriverela
cifra zerodopola cifra sette,proprioperchénonsarebbenecessario,implicaunsigni®cato
ulterioreperquantoriguardala precisioneconcui ènotoil dato:“sonocertocheil risultato
è 2:70 e non2:72 o 2:69”. La stessacertezzanonè implicatasesi dà il nunero2:7. Un
altroesempio:la scrittura12:75± 0:05puòaveresigni®catidiversi: in algebraessaindica
l'insieme dei duenumeri{12:70;12:80}, mentrecomerisultatodi unamisuraessapuò
indicarel'intervallo di valori tra 12:70e 12:80, magariconunaopportunadistribuzionedi
probabilitàsudi esso.

8.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderegli argomentitrattati in questobloccoè suf®cienteavereunabuona
conoscenzadei diversi insieminumerici(naturali,interi, razionali,reali), delleoperazioni
fra i numerie delle proprietàdelle disuguaglianze.Pereventualirichiami e per ulteriori
approfondimentisi rinvia a:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
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Moduli speci®camentecorrelatisono

• Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
• Probabilità nel discreto e calcolo combinatorio (blocco n. 7)
• Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)

Andrannocurati collegamentisistematicicon le altre discipline speci®chedel corsodi
studio,nei quali si faunuso`strumentale'dellamatematica.

8.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Rappresentazione decimale
dei numeri reali.

Conosceree usarecorrettamentescritturedel tipo a = 4:82:::
a ' 4:82a = 4:820± 0:003:

Operazioni di arrotonda-
mento e di troncamento. No-
zioni di precisione (errore) e
di cifre esatte.

Saperapplicarein situazioniconcretele operazionidi arrotonda-
mentoe troncamento.Conoscereil diversosigni®catocol quale
i termini “precisione”e “errore” vengonousatiin matematicae
in ambitosperimentale.

Formule di propagazione
degli errori nelle operazioni
aritmetiche.

Saper“calcolare”conintervalli reali. Peresempio,sapendoche
a1 < a < a2 e cheb1 < b < b2, cosasi puòdire di a + b;a −
b;a · b;a : b? Saperscegliere la precisionedei dati numericida
inserirein unaformula in modotaleda ottenereil risultatocon
unaprecisionepre®ssata.

8.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI .

8.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio8.1 Volendocalcolare(senzal'uso di calcolatrici)la lunghezzadellacirconfe-
renzacircoscrittaad un quadratodi lato unitario, con quantecifre decimaliesattedi � e
di

√
2 si deve operare,sesi pretendedi conoscereil risultatoconduecifre decimaliesatte

dopola virgola? E sesi pretendedi conoscereil risultatocon unaprecisionea menodi
0.002?
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Esempio8.2 Un bus dell'esercitopuò trasportare36 soldati. Sesi devono trasportare
1128soldati,quantibussononecessari?

Esempio8.3 Un autocarropuò trasportareun carico utile di 7 tonnellate. Dovendo
trasportareblocchidi marmo,ciascunodelpesodi 1300kg,quantiblocchipuòtrasportare?

Esempio8.4 Un oggetto(per esempioun pezzodi roccia)pesa3:650± 0:005kg e ha
unvolumedi 1:45± 0:05dm3. Qualè il suopesospeci®co?Volendoconosceretalepeso
speci®coconmaggioreprecisione,èpiù importanteeffettuarenuovee più accuratemisure
delpesoo del volume?

Esempio8.5 Si vuolerealizzareunrecipientedi formacubicadellacapienzadi 100litri.
Determinare(con l'uso di unacalcolatrice)la lunghezzadegli spigoli del recipientecon
unaprecisionetale chela capienzaeffettiva non si discostiper più di 0.10 litri da quella
teoricamenterichiesta.

Esempio8.6 Tutti gli strumentidi calcoloelettronicooperanoal loro internoconnumeri
scritti in base2. Nella conversionetra le duebasiun numerodecimale®nito si trasforma
semprein unnumero“binario” ®nito, o ci sonocasineiquali la “coda” binariapuòrisultare
in®nita? E viceversa,cosasuccedenella conversionedi un numero“binario” ®nito in
notazionidecimali?

Esempio8.7 Considerarela sequenzadi comandi(implementabilisu una calcolatrice
scienti®cao suuncomputer):

(A) esprimereil numero1/7 in formadecimale
(B) moltiplicareper8
(C) togliere1
(D) iterareventi volte i passi(B) e (C)

Ri�ettere sui risultati ottenuti(tenendopresenteche,in basealle regoledellamatematica,
al terminedi ogni ciclo si dovrebberitornareall'espressionedecimaledi 1/7).
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Capitolo 9

Geometriaanalitica piana

9.1 Motivazioni

L'uso del linguaggioalgebricoperdescriveregli oggettidellageometria,epoi percalcola-
ree risolvereproblemi,è unodegli strumentidi modellizzazionepiù importantichehanno
consentitolo sviluppodella scienzae della tecnologiamodernanel Seicentoe nel Sette-
cento. Tuttorala geometriaanaliticaè uno strumentousatoin molte disciplineapplicate
ed è quindi importantesaperpassareconsapevolmentedalla rappresentazionegeometrica
di un problemaa quellaalgebrica,e viceversa,sapendosfruttarele caratteristichedi cia-
scunarappresentazione.Gli aspettipiù elementaridel metododellecoordinatesi trovano
nel bloccoCoordinate e vettori (blocco n. 4). Nello stessobloccosi trovanole equazioni
parametrichedellaretta.In Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5) si trovala descrizio-
nedi rettee parabolecomegra®cidi funzioni polinomiali di primo e secondogrado.Qui
sonoraccoltialcunialtri temi di geometriaanaliticapiana,in particolarela descrizionedi
curve comeluoghi di zeri di polinomi di primo e secondogrado. Non si è peròritenuto
opportunoinserireunateoriageneraledelleconichee dellerettetangentiadesse.

9.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderegli argomentitrattati in questobloccosi deve primaavereunabuona
padronanzadegli argomentitrattatiin:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Coordinate e vettori (blocco n. 4)
• Geometria euclidea del piano (blocco n. 3)

Perla partesullecoordinatepolariè utile unaconoscenzaparzialedi:

• Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)

Le conoscenzedel presentebloccodovrebberoesseresviluppatecontestualmentea quelle
di:

• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
• Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)
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poichési rafforzanoavicenda.Molto interessantisonoanchei collegamenticon:

• Geometria euclidea ed analitica dello spazio (blocco n. 13)
• Numeri complessi (blocco n. 15)

9.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Equazione della retta. Ret-
te parallele. Rette perpen-
dicolari. Equazione del-
la circonferenza nella forma
(x − a)2 + (y − b)2 = r 2.
Retta tangente ad una cir-
conferenza. Curve descrit-
te come luogo di zeri di una
funzione di due variabili; in-
tersezione di una curva con
una retta.

Scriverel'equazionedi unarettaa partiredadiversi tipi di con-
dizioni. Saperde®niregeometricamentela distanzatra duerette
parallelee saperlacalcolarenote le equazionidelle rette. De-
scrivere analiticamentesemipiani,angoli e semplici poligoni.
Rappresentaregra®camentesottoinsiemidelpianoassegnaticon
condizionialgebriche,in particolaresoluzionidi sistemidi equa-
zioni e disequazionilineari in dueincognite. Sapertrovarel'e-
quazionedi una circonferenzache veri®ca determinatecondi-
zioni (adesempio:determinarel'equazionedellacirconferenza
passanteper tre punti assegnati, determinarel'equazionedella
circonferenzadatoil suocentroed unarettaad essatangente).
Saperscriverel'equazionedi un'ellisse,de®nitacomeil luogo
dei punti per i quali è costantela sommadelle distanzeda due
punti dati (fuochi), nel casoin cui i fuochi sonoposti suun as-
se. Analogamentesaperscrivere le equazionidella parabolae
dell'iperbolein posizionicanoniche.Conoscerele relazionitra
questecurvee le sezionidi uncono.

Coordinate polari nel piano.
Coordinate in un sistema di
riferimento traslato, ruotato
o dilatato.

Equazionidi circonferenze,ellissi e spirali in coordinatepolari.
Rappresentazioneparametricadi unacirconferenzaconcentroe
raggioassegnati.

9.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO .
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9.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio9.1 Determinarel'equazionedellarettapassanteper i punti A = (1; 2) e B =
(−1; 3).

Esempio9.2 Determinarel'equazionedella rettapassanteper il puntoP = (−2; 1) e
parallelaalla rettadi equazione4x + 2y − 1 = 0.

Esempio9.3 Determinarel'equazionedella rettapassanteper il puntoP = (1;−4) e
perpendicolarealla rettadi equazioney = 3x + 5.

Esempio9.4 Stabiliresei puntiA = (1; 3) , B = (3;−1) e C = (2; 1) sonoallineati.

Esempio9.5 Dati i puntiA = (1; 1) e B = (2; 3), determinarei vertici di tutti i quadrati
aventi comelato il segmentoAB .

Esempio9.6 Dati i puntiA = (1; 1) e B = (2; 3), determinarei vertici di tutti i quadrati
aventi comediagonaleil segmentoAB .

Esempio9.7 Dati i punti A = (1; 1) e B = (2; 3), determinareil terzoverticeC di un
triangolodi areaugualea 10e aventeun lato coincidenteconil segmentoAB .

Esempio9.8 Dati i punti A = (1; 1) , B = (2; 3) e C = (0; 5), determinareun insieme
di condizionialgebricheveri®catedatutti e soli i punti appartenentiall'angoloAB̂ C.

Esempio9.9 Dati i punti A = (1; 1) , B = (2; 3) e C = (0; 5), determinareun insieme
di condizionialgebricheveri®catedatutti e soli i punti appartenential triangoloAB C.

Esempio9.10 Stabilire se il punto D = (62;−1) è interno, esternoo sul bordo del
triangolodi vertici A = (1; 3) , B = (2;−6) e C = (98; 2).

Esempio9.11 Determinareper quali valori del parametrok la rettadi equazione2x −
3y + k = 0 haintersezionenonvuotaconil triangolodi vertici A = (1; 3) , B = (2;−6)
e C = (98; 2).

Esempio9.12 Dati i punti A = (1; 1) eB = (2; 3), determinaretutti i punti C tali cheil
triangoloAB C siaequilatero.

Esempio9.13 Trovareil luogodeicentridellecirconferenzetangentiaduecirconferenze
assegnate.

Esempio9.14 Determinarel'equazionedellacirconferenzaaventecentroC = (−1; 1) e
tangentealla rettadi equazioney = 2x − 1.

Esempio9.15 Dati i punti A = (1; 1) , B = (2; 3) e C = (0; 5), determinarele con-
dizioni algebricheveri®cateda tutti e soli i punti interni alla circonferenzapassanteper i
puntiA, B e C.

Esempio9.16 Dati i punti A = (1; 1) , B = (2; 3) e C = (0; 5), determinarel'area del
triangoloAB D dove D è il puntodi intersezionedellerettetangentinei punti A e B alla
circonferenzapassanteperA, B e C.

Esempio9.17 Datala rettar : x + 2y + 1 = 0, determinaretutte le retteaventi daessa
distanzaugualea 2.
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Esempio9.18 Rappresentaregra®camentele soluzionidel sistema
{

3x + y + 1 > 0;
x + y = 0:

Esempio9.19 Rappresentaregra®camentele soluzionidel sistema
{

2x − y − 1 > 0;

x − 3 > 0:

Esempio9.20 Rappresentaregra®camentele soluzionidel sistema
{

(x − 2)2 + (y − 2)2 < 4;

x + y > 0:

Esempio9.21 Determinarel'equazionedell'ellisseaventei fuochineipuntiF1 = (0; 3),
F2 = (0; 1) e l'assemaggioredi lunghezza4.

Esempio9.22 Dato un sistemadi corrdinatepolari (�; #), rappresentarei punti che
veri®canociascunadelleseguenticondizioni:

� = 3; � 6 3; # = 3; # 6 3; � = 3#:

Esempio9.23 Disegnarela curvaaventeequazionex = 1 + 2cos# , y = −3 + 2sin#.

Esempio9.24 Veri®carese il triangolo di vertici i punti A = (1; 1) , B = (2; 3) e
C = (0; 5) è acutangolo,rettoo ottusangolo.
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Capitolo 10

Dalla trigonometria alle funzioni
trigonometriche

10.1 Motivazioni

Nozioni elementaridi trigonometria,quali la misuradi angoli e la “risoluzione” di trian-
goli, hannoapplicazioniin problemipratici (adesempio:topogra®a,nautica,astronomia,
etc.)evengonoutilizzateancheperil calcoloconi vettori,perle coordinatepolarie perla
rappresentazionedei numericomplessi.Le funzioni trigonometrichesonoperòimportanti
nontantoperla loro relazioneconi lati e gli angolidi un triangolo,quantoperle loro spe-
ciali proprietà,chele rendonostrumentifondamentaliperla modellizzazionedei fenomeni
periodici,comequelli chesi incontranoin molti problemidella®sicae dell'ingegneria(ad
esempiomoti armonici,moti planetari,fenomeniondulatori).È necessarioquindi chegli
studentiacquisiscano,accantoall'idea di funzionetrigonometricadi un angolo,l'idea di
funzionetrigonometricade®nitanell'insiemeIR deinumerireali.

10.2 Prerequisiti e collegamenti

Padronanzadegli argomentitrattati in:

• Geometria euclidea del piano (blocco n. 3)
• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

Risultaparticolarmentecorrelato

• Numeri complessi (blocco n. 15)
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10.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Idea intuitiva di lunghezza
di un arco di curva. Misu-
ra di un angolo in radian-
ti. Funzioni trigonometri-
che di un arco (angolo): se-
no, coseno, tangente. Fun-
zioni trigonometriche inver-
se. Identità trigonometriche
fondamentali.

Saperconvertirela misuradi unangolodagradiaradiantievice-
versa.Saperindividuarei valori delle funzioni trigonometriche
di alcuniangoliparticolarisenzaricorrerealla calcolatrice.Sa-
perutilizzarein modoappropriatola calcolatriceperindividuare
i valori dellefunzioni trigonometrichedi un angologenericoe i
valori dellefunzionitrigonometricheinverse.Conoscerele iden-
tità sin2 � + cos2 � = 1 e sin�= cos� = tan � . Saperutilizza-
re funzioni trigonometrichenotedi un certoangoloper trovare
funzioni trigonometrichedi altri angoli(complementare,supple-
mentare,ecc.). Saper“risolvere” un triangolorettangolo.Dati
duelati di un triangoloe l'angolo compreso,saperdeterminare
il terzolato.

Proprietà elementari del-
le funzioni trigonometriche
(parità, disparità, periodici-
tà, limitatezza). Grafici del-
le funzioni trigonometriche
e loro simmetrie. Formule
di addizione del seno e del
coseno.

Sapertracciaree riconoscerei gra®ci delle funzioni trigonome-
trichee di funzioni dellaformaf (cx), cf (x) dove f è unafun-
zione trigonometrica. Saperutilizzare le proprietàelementari
delle funzioni trigonometricheper risolveresempliciequazioni
e disequazioni.Sapertrasformareopportunamenteespressioni
trigonometriche.Conoscerele formule di addizionedel senoe
del cosenoe saperleutilizzareperricavaresemplicirelazionitra
le funzioni trigonometriche.

10.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI . Possonoesseresuf®cienti0.5crediti
segli studentisonopadronidei prerequisitie hannoaffrontato l'argomentonella scuola
superiore.Altrimenti puòesserenecessarioun impegnomaggiore.

10.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio10.1 Sumoltecalcolatriciscienti®chesonodisponibili tretastiperle misurean-
golari: radianti,gradi(sottintesosessagesimali), gradicentesimali(di usomenofrequente).
Determinareil senodi 1 radiante,di 1 grado,di 1 gradocentesimale.
Determinarepoi il senodi un angolodi 57� 1704400. Si otterràun valoremolto vicino ad
unodei valori già trovati in rispostaalla domandaprecedente.Fornireun'interpretazione
di questofatto.

Esempio10.2 Sex è espressoin radiantiex > 0, direseè veroo falsochesinx < x:
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Esempio10.3 Dimostrareche:

∀x ∈ IR cos(x + � ) = − cos(x) e sin(x + � ) = − sin(x):

Esempio10.4 Calcolareil valoredi

sin 7
4 � − cos(−5� )

tan2 4
3 � + sin

(
− 5

6 �
) :

Esempio10.5 È univocamentedeterminatal'area di un triangolochehaduelati di lun-
ghezzarispettivamentea ebe l'angolo compresodi ampiezza
 ? Perché?Quantovaletale
area?

Esempio10.6 In un parallelogrammai lati misurano2 e 3 e un angolo� =5. Quanto
misuranole diagonali?

Esempio10.7 Trovareil periododelleseguentifunzioni:

f (x) = sin(3x)
f (x) = 2sin( x

6 + �
5 )

f (x) = sinx + sin5x

Esempio10.8 Tracciareil gra®codelleseguentifunzioni:

• f (x) = cos2x
• f (x) = sin |x|
• f (x) = 2sin

(
x + �

3

)

Esempio10.9 In ®gura in ®gura 10.a è rappresentatoil gra®co di una funzioneche

appartienealla famiglia

a sinbx:

Trovarei dueparametria e b, sapendochebè unnumerointero.

20.5

Figura10.a Gra®codellafunzionea sin bx

Esempio10.10 Risolverele seguentiequazionie disequazioni:

sinx =
1
2

cosx <

√
3

2
tan2 x < 1 cosx < −1

4
cosx = x:
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Esempio10.11 Qualedelleseguentiaffermazioniè corretta?

• perognix ∈ IR valesin(2x) = 2sin(x).
• nonesistex ∈ IR taleche sin(2x) = 2sin(x).
• nessunadelleprecedentiaffermazioniè corretta.

Esempio10.12 Riconoscere,giusti®candola risposta,sei seguentienunciatisonoveri o
falsi:

(1) ∀x∀y valecos(x + y) = cos(x) + cos(y):
(2) ∃x taleche∀y valesin(x + y) = sin(x) + sin(y):

Esempio10.13 Esprimerein funzionedi cos�; cos� ; sin �; sin � le seguentiespressioni:

cos(� − � ) sin(� + � ) sin2� cos2�:

Esempio10.14 Unadelleseguentiespressioniè ugualea sin2 t perogni t ∈ IR. Quale?

1 + cos2t
2

1 + sin2t
2

1− cos2t
2

1− sin2t
2

:

Esempio10.15 Scrivere cosx +
√

3sinx nella forma A cos(x + � ), dove A e � sono
costantiopportune.
Più in generale,determinareA e � tali che

a cosx + bsinx = A cos(x + � ):

Esempio10.16 Utilizzandoun softwareopportuno,disegnareil gra®codella funzione
sin9x + sin11x:
Quali considerazionisuggeriscela formadelgra®coottenuto?
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Capitolo 11

Progressioniaritmetiche e geometriche,funzioni
esponenzialie logaritmiche

11.1 Motivazioni

Le funzioni basilaridi tuttala matematicasonosostanzialmentesolodi tre tipi:

• funzioni polinomiali
• funzioni esponenziali
• funzioni trigonometriche.

Piùspeci®camentele funzioniesponenzialiintervengononellamodellizzazionedeiprinci-
pali fenomenidi accrescimentoo di decadimento,in tutti i settoridisciplinari,dalla®sica
alla chimica,alla biologia,all'economia,...Quindi unaconoscenzaapprofonditae sicura
delle funzioni esponenzialie delle loro inverse(ossiadelle funzioni logaritmiche)è in-
dispensabileper chiunque,e a qualunquelivello, abbiaa chefarecon tali problematiche
nell'ambitodei suoistudiuniversitari.

11.2 Prerequisiti e collegamenti

Per poter affrontare con successogli argomenti trattati in questoblocco è opportuno
conoscere:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

Le funzioni esponenzialee logaritmo sonodi uso correntenell'analisi matematicae in
particolarein:

• Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
• Probabilità nel continuo (blocco n. 18)
• Equazioni differenziali (blocco n. 20)
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11.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Progressioni aritmetiche e
geometriche. Funzione es-
ponenziale su IN.

Interpretarele progressioniaritmetichee geometrichecomefunzioni
de®nitesu IN, a valori in IR e sapernedisegnarei gra®ci, con parti-
colareattenzionealle progressioniaritmetichedi termineiniziale 0 e
alle progressionigeometrichedi termineiniziale 1. Conoscendoalcuni
termini di unaprogressione,sapertrovaregli altri.

Definizione di potenza con
base reale positiva ed espo-
nente razionale (positivo o
negativo). Funzione espo-
nenziale su ZZ e su Q.

Conoscerele motivazioni e le modalitàdi estensionedella funzione
esponenzialeda IN a ZZ e successivamentea Q e sapernedisegnarei
gra®ci.

Definizione di potenza con
base reale positiva ed espo-
nente reale (positivo o ne-
gativo) facendo ricorso ad
una definizione (informale)
di continuità della funzione
esponenziale.

Conoscerele motivazioni e le modalitàcon cui la funzioneesponen-
ziale può essereulteriormenteestesada Q ad IR. Sapereche per la
funzionecosì estesacontinuaa sussisterela relazionefunzionalegià
nota: f (x) = f (0) · qx (con q = ragionedella progressione)oppure
f (x + y) = f (x) · f (y).

Invertibilità della funzione
esponenziale: la funzione
logaritmica.

Saperdisegnareil gra®codella funzionelogaritmo. Saperoperarecon
le funzioni esponenzialee logaritmoperrisolveresempliciequazionie
disequazioni.

Terminologia e regole di
calcolo.

Conosceree saperutilizzarela proprietàdella funzionelogaritmoche
corrispondealla proprietàcaratterizzantedella funzioneesponenziale:
log(x · y) = logx + logy. Conoscereuna de®nizionedel numero
e. Esserein gradodi scegliere la basepiù opportunain relazionealla
situazioneeal problemadarisolvereeconoscerela formulaperil cam-
biamentodi base.Saperutilizzarela calcolatriceperdeterminarevalori
dellefunzioniesponenzialee logaritmo.

Coordinate logaritmiche. Saper“linearizzare” funzioni polinomiali o esponenzialiutilizzando
coordinatelogaritmiche.
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11.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO .

11.5 Esempi di problemi, esercizi e domande.

Esempio11.1 Disegnare,in unsistemadi riferimentocartesiano,il gra®codellafunzione
f (x) = 2x. Nello stessosistemadi riferimentodisegnarepoi, senzafarecalcoli, i gra®ci
dellefunzioni f (x) = 2x + 1, f (x) = −2x, e f (x) = 2(x + 1).

Esempio11.2 Disegnare,in unsistemadi riferimentocartesiano,il gra®codellafunzione
f (x) = 2x . Nello stessosistemadi riferimentodisegnarepoi, senzafarecalcoli, i gra®ci
dellefunzioni f (x) = 1 + 2x , f (x) = 2(x +1) e f (x) = 2� x .

Esempio11.3 Disegnare,in unsistemadi riferimentocartesiano,il gra®codellafunzione
f (x) = logx. Nello stessosistemadi riferimentodisegnarepoi, senzafarecalcoli, i gra®ci
dellefunzioni f (x) = log(−x), f (x) = 1 + logx, f (x) = log(2x) e f (x) = log(x + 1).

Esempio11.4 In ®gura 11.aè rappresentatoil gra®codi una delle seguenti funzioni.

Quale?

Figura11.a

e� x − ex e� x + ex e� x − ex + 1 e� x + ex − 1:

Esempio11.5 È veroche 2x < 3x perogni x ∈ IR ?

Esempio11.6 Sapendoche il punto P = (c;3) appartieneal gra®co della funzione
f (x) = 2x , determinarec.

Esempio11.7 In determinatecondizioni,il numerodi uncertotipo di batteritriplica ogni
duegiorni. Sela crescitaèesponenziale,qualè l'aumentopercentualedopo6 ore?E dopo
18ore?

Esempio11.8 Si stimachela popolazionemondiale,attualmentedi circa 6 miliardi di
individui, aumentidell' 1:7% all'anno. Supponendoche il tassodi crescitarimangain-
variatonel tempo,calcolareentroquantiannila popolazioneraddoppierà,quadruplicherà,
decuplicherà.
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Esempio11.9 Un capitaleè investitodalungotempoaduntasso®ssodi interesseannuo
del 5%. Seattualmenteil capitale,aumentatodegli interessimaturati,è di 74500e , qual
eral'ammontaredel capitale10annifa?Determinaretalevaloreneiduecasi:
- senzareinvestimentodegli interessi(capitalizzazionesemplice)
- conreinvestimentodegli interessiognianno(capitalizzazionecomposta).

Esempio11.10 Il tempodi dimezzamentodelCarbonio(14C) èdi circa5730anni.Dopo
quantianniunadataquantitàdi taleisotoposi saràridottadel5% ?

Esempio11.11 Una popolazioneA è formatada 1 000 000 individui e crescead un
tassodel 6% annuo.Un'altra popolazioneB è formatada1 350000individui e crescead
un tassodel 3:5% annuo.Entroquantianni la popolazioneA diverràpiù numerosadella
popolazioneB?

Esempio11.12 Risolverele disequazioni

log3 x +
1
9

6 0 e� x 2+ x > 1:

Esempio11.13 Rappresentareil numero
√

10r 3 sullascalalogaritmicain ®gura11.b.

Figura11.b
1 10 100 1000r

Esempio11.14 In ®gura 11.c è rappresentatoil gra®codella grandezzap in funzione

dellagrandezzaq, utilizzandosull'assedelleordinateunascalalogaritmica(di base10) e
suquelladelleascisseunascalalineare.Esprimerep in funzionedi q.

Figura11.c

p

q

10

2

1

0



30 gennaio 2006 17:14 WSPC/Book Trim Size for 9.75in x 6.5in MATTONCINI-finale

Capitolo 12

Spazivettoriali ematrici

12.1 Motivazioni

Molte attività dellavita realee dellamatematicapossonoesserericondottea leggi cheas-
socianoadun insieme®nito di variabili unaltro insieme®nito di variabili. Le più semplici
leggi di questotipo sonole trasformazionilineari. Perunaloro effettiva conoscenzaè in-
dispensabileavereun'ideabenchiaradellastrutturadi spaziovettorialedell'insiemeIRn ,
formatodalleennupledi numerireali,conle operazionidi sommaedi moltiplicazioneper
un numeroreale.Perdescriverele trasformazionilineari sonodi fondamentaleimportan-
za le matrici con le quali si realizzanoalgoritmi utili per la deteminazionedelleeventuali
soluzionidi sistemidi equazionilineari. Persempli®carei calcoli è spessoutile esprimere
le trasformazionilineari in particolari sistemidi coordinate. A ciò è legato il problema
delladiagonalizzazionedellematrici per mezzodi matrici invertibili. In molte situazioni
applicative, negli spazivettoriali chesi consideranoè presentein modonaturaleunano-
zionedi distanza,chesi descrivealgebricamenteconil prodottoscalare.In casiimportanti
le trasformazionilineari, in un opportunosistemadi coordinateortogonali,si comportano
in modomolto semplice.Pertrovarequestisistemidi coordinateoccorrediagonalizzare
matrici a coef®cienti reali permezzodi matrici ortogonali.Lo studiodegli spaziIR2 e IR3

ha un'immediatainterpretazionegeometrica.Quest'ultima,a suavolta, aiutaa compren-
derela strutturadi IRn pern numerointeromaggioredi 3. Pertantolo studiodell'algebra
lineareedellageometriaanaliticadelpianoedellospaziosi integranoa vicenda.

12.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderegli argomentitrattati in questobloccosi deve primaavereunabuona
padronanzadi:

• Coordinate e vettori (blocco n. 4)

È molto utile svilupparele conoscenzedi questobloccocontestualmentea quelledi:

• Geometria euclidea ed analitica dello spazio (blocco n. 13)
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In particolare,èutile svilupparela capacitàdi passaredalladescrizionegeometricaaquella
algebricadi trasformazionie sottospazi.

12.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Gli spazi IR2; IR3; IRn come
spazi di vettori. Spazi vet-
toriali sui reali. Combina-
zione lineare; vettori linear-
mente dipendenti e indipen-
denti. Sottospazi vettoriali e
sottospazi affini; insieme di
generatori di un sottospazio.
Basi, dimensione.

Saperveri®careseun insiemeassegnatocondueoperazionias-
segnateè uno spaziovettoriale. Con particolareriferimentoa
IR2; IR3; IRn : datoun insiemedi elementidi uno spaziovetto-
riale,saperveri®caresesonolinearmenteindipendentiesesono
generatoridello spaziovettoriale;saperveri®careseun sottoin-
siemeassegnatodi unospaziovettorialeè un sottospaziovetto-
riale e, in casoaffermativo, sapernedeterminareunabase;saper
determinareunabaseper l'intersezionee unabaseper la som-
ma di duesottospazivettoriali assegnati; saperveri®careseun
sottoinsiemeassegnatodi unospaziovettorialeè un sottospazio
af®ne.

Trasformazioni lineari tra
spazi vettoriali. Nucleo
e immagine. Matrice as-
sociata ad una trasforma-
zione lineare. Autovalo-
ri, autovettori e autospa-
zi. Diagonalizzazione di ma-
trici quadrate a coefficien-
ti reali. Prodotto scalare e
diagonalizzazione di matri-
ci simmetriche a coefficienti
reali.

Saperveri®careseunatrsformazionetra duespazivettoriali è
lineare.Saperdeterminareunabaseperil nucleoe unabaseper
l'immaginedi unatrasformazionelineare.Saperechel'autospa-
zio corrispondentead un certoautovaloreè un sottospaziovet-
torialechela trasformazionemandain sestessoe nelqualeessa
agiscecomeunadilatazione.Saperdeterminareautovalori, au-
tovettorie autospazidi unatrasformazionelinearedi unospazio
vettorialein sestesso.Saperdiagonalizzare,quandopossibile,
unamatricequadrataa coef®cienti reali. Saperdiagonalizzare
unamatricesimmetricaacoef®cienti realipermezzodi unama-
trice ortogonale.Saperdeterminarebasiortonormalidi IRn e di
suoisottospazivettoriali.

Algebra delle matrici. No-
tazione matriciale per i si-
stemi lineari. Descrizione
dell’insieme delle soluzioni
di un sistema lineare. Al-
goritmi per trovare le so-
luzioni di un sistema linea-
re. Determinante, matrice
inversa.

Saperriconoscereun'equazioneeunsistemalineare.Saperscri-
verein formamatricialeunsistemalineare.Sapercalcolaresom-
meeprodottidi matrici. Saperapplicarele proprietàdelleopera-
zioni tra matrici perrisolveresempliciequazionimatriciali. Sa-
perechel'insieme dellesoluzionidi un sistemalineareomoge-
neoè unospaziovettoriale.Saperdescriverele soluzionidi un
sistemalineareutilizzandoil linguaggiodegli spazivettoriali.
Saperdeterminarele eventualisoluzionidi un sistemalineare,
peresempiotrasformandoil sistemain unsistemaascaliniad

(continua)
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essoequivalente. Sapercalcolareil determinantee il rangodi
unamatrice,peresempiotrasformandola matricein unamatrice
a scalini. Saperequali matrici sonoinvertibili e sapercalcolare
la matriceinversa.

12.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 3 CREDITI . I crediti sonoriducibili sesi studiail
solospaziovettorialeIRn o seci si limita allasolaalgebradellematrici.

12.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio12.1 Siano u, v due vettori di uno spazio vettoriale V sui numeri reali.
Determinaretutti i vettori x di V veri®cantila condizione

3u + 2x = 5v:

Esempio12.2 Sia V lo spaziovettorialedei polinomi nella variabilex di grado6 2.
Mostrarechei vettori

v1 = 1 v2 = x2 − 2 v3 = x2 − x

- sonolinearmenteindipendenti
- generanoV .

Esempio12.3 Sia S(IR; 2) l'insieme delle matrici simmetrichedi ordine2. Veri®care
cheS(IRR; 2) è un sottospaziovettorialedellospaziovettorialedellematrici di ordine2 a
coef®cienti reali e determinarneunabase.

Esempio12.4 Siadatoil sistemadi equazionilineari:




x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0;
x1 − x2 + x3 + x4 = 0;

2x1 + x2 + 2x3 = 0:

Dimostrarechel'insieme delle soluzionidel sistemaè un sottospaziovettorialedi IR4 e
determinarneunabase.

Esempio12.5 Sianodati i seguentisottospazivettoriali di IR4:

V = {(x1; x2; x3; x4) ∈ IR4 | x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0}

W = {(x1; x2; x3; x4) ∈ IR4 | x3 = x4 = 0}

Determinarebasidi V , W , V ∩ W , V + W .
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Esempio12.6 Sia ®ssatoun sistemadi riferimentocartesianonello spazio. Sia datoil
piano� di equazionecartesianax+ y+ z = 0 ela rettadi equazionicartesianex = 2y = 3z.
Datoun puntoP = (x; y; z) dello spaziosiaP 0 = (x0; y0; z0) la suaproiezionesul piano
� parallelaalla rettar . Siadatala funzionef : R3 −→ R3 cheassociaalla terna(x; y; z)
dellecoordinatedi P la terna(x0; y0; z0) dellecoordinate(x0; y0; z0) delpuntoP 0. Veri®care
chef è unatrasformazionelinearedi IR3 in sestesso.Determinarela matriceA associata
a f relativamentealla basev1 = (1; 0; 0), v2 = (0; 1; 0), v3 = (0; 0; 1). Determinare
basidel nucleoe dell'immaginedi f . Veri®caresela trasformazionef è diagonalizzabile.
In casoaffermativo determinarneuna basedi autovettori. Veri®carese la matriceA è
diagonalizzabilepermezzodi unamatriceortogonale.

Esempio12.7 Affrontareil problemaprecedenteconsiderando,al postodella funzione
f , la funzioneg determinatadallaproiezioneortogonaledi P sul piano� .

Esempio12.8 Siaf : IR3 −→ IR4 la trasformazionelinearede®nitada

f (1; 0; 0) = (0; 1;−2; 0); f (0; 1; 0) = (1; 1; 3;−1); f (0; 0; 1) = (1; 0; 5;−1):

- Calcolaref (x; y; z).
- Determinaregli insiemiE = {x ∈ IR3 : f (x) = (−2; 1− 12; 1)} e F = {x ∈ IR3 :
f (x) = (1; 1; 1; 0)}.
- Descrivereil sottospaziovettorialenucleodi f .
- Scriverela matriceassociataalla trasformazionef rispettoalle basicanonichedi IR3 e
IR4.

Esempio12.9 Scrivereperestesola matricedi ordine4

A = (aij ) con aij = i · j :

Esempio12.10 Datele matrici

A =
(

1 2
3 4

)
B =

(
−1 2=3
1=5 3

)
;

perciascunadelleseguentiequazionimatriciali,determinaretuttele matrici X di ordine2
chesonosoluzioni.

A + X = B ;

A · X = B · X ;

A · X = X · A :

Esempio12.11 Siadatala matrice

A =
(

1 3
0 2

)
:

Determinaretutti i numerireali h per i quali esistonomatrici X nonnulle formatedadue
righee unacolonnaveri®cantila seguenteequazionematriciale:

AX = hX :



30 gennaio 2006 17:14 WSPC/Book Trim Size for 9.75in x 6.5in MATTONCINI-finale

Spazi vettoriali e matrici ... (blocco n.12) 65

Esempio12.12 Siadata,al variaredelparametroh nei numerireali, la matrice

A =
(

1 h
1=2 2=3

)
:

Determinaretutti i valori del parametroh peri quali è validala seguenteproprietà:

A · B = A · C see solose B = C;

doveB eC sonomatrici di ordine2.

Esempio12.13 Dire seè vero o falsochela terna(−1;−3; 5) è soluzionedel sistema
Ax = b, dove

A =




1 1 1
0 1 1
1 0 1


 b =




1
2
3


 :

Esempio12.14 Sianov = (x1; y1) e w = (x2; y2) duesoluzionidel sistema

{
x − y = 0;
2x + 3y = 0:

Mostrarecheanche2v − w èsoluzione.

Esempio12.15 Determinarele soluzionidel seguentesistema:





x + 2y + 3z = 2=3;
y + 2z = −3;
x + y + z = −1=2:

Esempio12.16 Determinarele soluzionidel seguentesistema:





x + 2y + 3z = 2=3;
y + 2z = −3;
2x + 5y + 8z = −1=2:

Esempio12.17 Determinarele soluzionidel seguentesistema:





x + 2y + 3z = 2=3;
y + 2z = −3;
2x + 5y + 8z = −5=3:

Esempio12.18 Ecco il valoreproteicodi 100 grammidi alcuni alimenti. Pasta: 368
kcal,carnedi vitello: 92kcal, lattuga:14kcal,mela:45kcal. Determinarele diete(cioèle
quantitàdei singoli alimenti)chedianoun apportocaloricodi 1500kcal,costituiteda300
grammicomplessivi di alimenti,dei quali120grammidi frutta everdura.
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Esempio12.19 Calcolareil determinantedellaseguentematrice:

A =




1 2 2 0 0 0 0
0 1 3 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 2 0 0
0 0 0 2 1 1 0
0 0 0 2 2 3 5




:

Esempio12.20 Calcolareil rangodellaseguentematrice:

A =




0 2 2 0 0 0 0
0 3 3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 2 2 3 5




:

Esempio12.21 Trovaregli autovalori e i corrispondentiautospazidellamatrice



5 −6 −2
1 0 −1
2 −6 1


 :

Esempio12.22 Determinarei tre autovalori dellamatricesimmetrica

A =




1 1 0
1 2 −1
0 −1 1


 :

Perognunodi essideterminareun autovettore.Mostrarechetali autovettori formanouna
basedi IR3. ScrivereunamatriceortogonalechediagonalizzaA.
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Capitolo 13

Geometriadello spazio;rappr esentazionedello
spazionel piano

13.1 Motivazioni

Noi viviamoin unarealtàtridimensionale.Già questasolaconstatazionedovrebbeessere
ampiamentesuf®cientepermotivarel'esigenzadi unatrattazionematematicadelleprinci-
pali proprietàgeometrichedello spazio.A ciò si aggiungeil fattochele rappresentazioni
visive delle ®guretridimensionaliimplicanoun passaggiodallo spazioal piano(sia esso
concretamenterealizzatosottoformadi unaporzionedellaretinadeinostriocchi,o di una
lastrafotogra®ca,o di un foglio di carta).Trattandosidi un argomentoestremamenteam-
pio e articolato,ma purtroppospessoemarginatoo del tutto ignoratonell'insegnamento
secondario,questobloccononha la pretesadi proporreun'esposizionerigorosaed esau-
stiva, quantopiuttostodi richiamarel'attenzionesuun numerolimitato di aspettibasilari
di geometriatridimensionale,siasinteticacheanalitica,suscettibilidi ulteriori approfondi-
menti. Il bloccodovrebbeessereutile, in particolare,a chi deve visualizzaree progettare
in 3 dimensioni(ingegneri,architetti,computergra®ca).
Alcuni elementidi geometriadello spaziocompaionogià nel bloccoCoordinate e vettori
(blocco n. 4).

13.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoteraffrontarecon successolo studiodi questobloccoè indispensabileunabuona
padronanzadegli argomentibasilaridellageometriasintetica(euclidea)del piano,nonché
dellageometriaanaliticadelpiano,comespeci®catoin:

• Geometria euclidea del piano (blocco n. 3)
• Coordinate e vettori (blocco n. 4)

Perla partedellecoordinatecilindrichee polari occorreconoscerele nozionidi senoe co-
senodi unangolo,manonènecessariala conoscenzadi tutto il bloccoDalla trigonometria
alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10).

Particolarmentecorrelatoalla geometriaanaliticadellospaziorisulta

• Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)
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13.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Rette e piani dello spazio e
loro mutue posizioni: pa-
rallelismo e perpendicolari-
tà tra rette, tra piani, tra ret-
te e piani. Angoli diedri e
angoloidi.

Proprietàdelle relazioni di parallelismoe di perpendicolarità
nello spazio.Esistenzadi coppiedi rettesghembe.Misuradelle
ampiezzeangolaritra duerette,tra duepiani, tra unarettae un
piano.

Isometrie e similitudini nello
spazio; il teorema di Talete
nello spazio.

Proprietàdelle traslazioni,delle rotazioniintornoadunarettae
dellesimmetrierispettoadunpiano.

Prismi, piramidi, sfere, ci-
lindri e coni.

Conoscerele formuleperil calcolodeivolumi di prismi,pirami-
di, sfere,cilindri econi. Saperindividuarele geodetichedi sfere,
cilindri e coni.

Coordinate cartesiane nello
spazio.

Equazionicartesianedi pianie di rette.Equazionidi traslazioni,
di rotazionirispettoadun assecoordinato,di simmetrierispetto
ad un pianocoordinato. Equazioniparametrichedi rettedello
spazio.

Equazioni di una proiezio-
ne parallela dei punti del-
lo spazio secondo una di-
rezione prefissata. Equa-
zioni della proiezione da un
punto.

Saperechenelle proiezioniparallelesi conserva l'allineamen-
to di punti e il parallelismotra rette, ma non la perpendico-
larità. Sapereche nelle proiezioni da un punto si conserva
l'allineamento.

Superfici nello spazio. Coor-
dinate cilindriche e polari
nello spazio.

Equazioni di semplici super®ci (sfere, cilindri), anche in
coordinatecilindricheo polari.

13.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1.5 CREDITI .
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13.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio13.1 Disegnarecorrettamente(amanoo al calcolatore)unasfera,evidenziando
equatore,poli, alcuniparallei,alcunimeridiani.

Esempio13.2 Cosasi ottieneintersecandounasferaconun piano?E intersecandodue
sfere?

Esempio13.3 Intersecandoun angolodiedroconun pianosi ottieneun angolo� la cui
ampiezzavariaa secondadellemutueposizionidel diedroe del piano. Entroquali limiti
puòvariarel'ampiezzadi � ?

Esempio13.4 Quali tra i seguentipoligoni si possonoottenerecomeintersezionedi un
cuboconunpiano?
- Un triangoloequilatero
- Un triangolorettangolo
- Un rettangolo(chenonsiaunquadrato)
- Un pentagono
- Un esagono

Esempio13.5 Descriveretuttele possibilimutueposizionidi trepianidistinti, in termini
di incidenzae parallelismo(classi®cazioneaf®ne).

Esempio13.6 Calcolareil volumedel tetraedroregolaredi spigolol .

Esempio13.7 Individuarela posizionedel puntoP sull'altezzadi un conoin modoche
il pianopassanteperP e paralleloalla basedel conodivida il conoin duesolidi di uguale
volume.

Esempio13.8 Determinarel'equazionedelpianoparalleloal piano3x − 4y + 5z = 0 e
passanteperil puntoP = (1;−1; 0).

Esempio13.9 Determinareleequazionidellarettaperpendicolarealpiano3x−4y+ 5z =
0 e passanteperil puntoP = (1;−1; 0).

Esempio13.10 Determinarel'equazionedi unpianoperpendicolareal piano3x − 4y +
5z = 0 epassanteperil puntoP = (1;−1; 0).

Esempio13.11 I due piani di equazionex − 3y + 2z = 5 e x + y + z = 4 sono
perpendicolari?La loro rettaintersezioner passaperil puntoP = (2;−2; 4)? Scriverele
equazionidellarettaparallelaadr e passanteperl'origine.

Esempio13.12 Disegnaun solido chevisto da soprae di fronte appaiacomein ®gura
13.a.

Esempio13.13 Si considerila proiezioneparalleladello spaziotridimensionale,con
coordinate(x; y; z) sul pianocoordinatoz = 0 secondola direzionedell'assez. In tale
proiezione,esistonosegmentidello spaziola cui lunghezzarestainvariatanellaproiezio-
ne?E segmentila cui lunghezzadiminuiscenellaproiezione?E segmentila cui lunghezza
aumentanellaproiezione?(In casodi rispostaaffermativa, si dia un esempio;in casodi
rispostanegativa,senediaunamotivazione).
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da sopra di fronte

Figura13.a

Esempio13.14 Sia
 la curva ottenutasezionandola sferadi centrol'origine e raggio1
con il pianoz = y. Qualè l'equazionedellaproiezionedi 
 sul pianocoordinatoz = 0
secondola direzionedell'assez ?

Esempio13.15 Disegnarele super®cidescrittein coordinatecilindrichedalleequazioni

r 2 = z − 1; r = z − 1; r = 2cos� :

Esempio13.16 Scriverel'equazionedella super®ciechesi ottieneruotandola rettadi
equazioni

{
x = 1
y − 2z + 3 = 0

attornoall'assez.
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Capitolo 14

Preliminari al Calcolo: processidi
approssimazionee intr oduzioneai numeri reali

14.1 Motivazioni

Tutta l'Analisi è fondatasu maggiorazioni,processidi approssimazionee limiti, e l'esi-
stenzadi questilimiti dipendedalla proprietàdi continuitàdei numeri reali. Attraverso
opportuniprocedimentidi approssimazionesi introduconoin particolareanchei concetti
di derivatae integrale. Pertrovarele funzioni derivateo le primitive si hannoperòanche
“regole” di calcolo,la cui potenzae semplicitàd'usopuòportarea metterein ombrail si-
gni®catoe il ruolo dell'approssimazionee dellestimee a far risaltaresoprattuttol'aspetto
algebricodell'Analisi Matematica.Si ritiene invecechequestoaspettodebbaaccompa-
gnarsiadunasolidapadronanzaalmenodi alcuniesempiassaisemplicidi approssimazio-
ne,comequelli chesonoappuntodescrittinelmattoncinopresente.Tali esempisonoanche
l'ambito naturalenel qualegli studentipossonoraggiungereunaconoscenzaintuitiva dei
numerireali e in particolaredellaproprietàdi “continuitàdella retta” e della relazionedi
questaconl'esistenzadei limiti. Unade®nizioneassiomaticadeinumerireali,chein parti-
colarecatturila proprietàdi continuitàin qualcheforma,puòessereaccompagnataaquesti
obiettivi ma si ritiene chenon sia strettamentenecessariain questostadio,e non è stata
inclusa.La si trova invecenelbloccoDerivata, nelsottogruppocomplementi e fondamenti
teorici .

14.2 Prerequisiti e collegamenti

Periniziareadacquisirele conoscenzeindicatein questomattoncinooccorresapercalcola-
reconsicurezzanell'ambitodeinumerirazionali,utilizzandola rappresentazionedecimale
e le frazioni,econl'ausilio, quandoopportuno,di unacalcolatricetascabile.Occorreinol-
tre saperrappresentarei numerisulla rettae, peralcuniargomenti,bisognaaverequalche
elementodi conoscenzadelpianocartesianoedellarappresentazionedeigra®cidi sempli-
ci funzioni, in particolaredei polinomidi primo e secondogrado.Quindi è suf®cienteuna
padronanzaalmenoparzialedegli argomentitrattatiin:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
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ancheseconoscenzepiù ampieconsentonodi considerareun maggiornumerodi esempi
signi®cativi, comeindicatoin alcunedomandee problemi.
Moduli particolarmentecorrelatisono

• Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
• Derivata (blocco n. 16)
• Integrale (blocco n. 17)

Un corsodi calcolodifferenzialee integraledovrebbecomprenderetuttele conoscenzein-
dicatein questoblocco.Tali conoscenzehannotuttavia unaloro autonomaconsistenzaesi
possonopadroneggiareancheindipendentementedalloro svilupponelcalcolodifferenziale
e integrale.

14.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Approssimazione di soluzioni
di equazioni

Conoscereunaprocedura,adesempioperbisezionedi intervalli,
per approssimare

√
2 con duesuccessionian e bn di approssi-

manti razionali,perdifetto e pereccesso,tali che: (i) an è mo-
notonacrescente;(ii) bn è monotonadecrescente;(iii) an < bn

perogni n. Saperstimarel'errore bn − an . Sapergeneralizza-
re l'algoritmo di bisezionealla soluzionedi altreequazionidel
tipo f (x) = 0. Saperdescriverel'algoritmo e saperlorealizza-
reconqualchestrumentodi calcoloautomatico,adesempiouna
calcolatricegra®co-simbolicao un foglio elettronico.

Approssimazione dell’area di
un sottoinsieme del piano.

Dato un insiemedisegnatosu di un foglio quadrettatoo con
l'indicazionedi unaunitàmisurao unascala,saperstimarel'a-
readell'insieme,indicandoun valoreapprossimatoe valutando
l'errore. Nel casodi un cerchioD , saperdescrivereunapro-
cedurache consentadi costruiredue successioniAn e Bn di
insiemi (ad esempiopoligoni), la cui areasia facilmentecal-
colabile e tali che An ⊂ An +1 ⊂ D ⊂ Bn +1 ⊂ Bn ∀n;
area(Bn ) − area(An ) → 0: Sapereche, in tale situazione,
l' areadel cerchiosi puòdefinire come:quelnumerow taleche
area(An ) < w < area(Bn ) pertutti gli n.

(continua)
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Pendenza di un grafico in un
punto.

Saper stimare per eccessoe per difetto la pendenzadella
retta tangenteal gra®co di una funzione (in casi semplici),
argomentandola procedurautilizzata.

La serie geometrica. Alli-
neamenti decimali infiniti e
numeri reali.

Sapereche,e sapereargomentareperché,la successione1; 1 +
1=2; 1 + 1=2 + 1=4; ::: converge a 2. Sapergeneralizzareil
risultatoalla “sommain®nita” 1 + a + a2 + a3 + :::
Saperecheadogni allineamentodecimalein®nito si associaun
numeroreale,cheè ancheil “limite” a cui tendela “sommain-
®nita” associata.Avereun'ideadi unaproceduraper fareope-
razioni(somma,prodotto,reciproco,potenza...)conduenumeri
reali dati comeallineamentidecimaliin®niti.

14.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI .

14.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio14.1 Conunacalcolatricetascabile,mausandosoloil tastodellamoltiplicazio-
ne,si diaunastimadel numero 3

√
2 contre passidel metododi bisezione,cominciandoda

a1 = 1 e b1 = 1:5.

Esempio14.2 L'equazionex3 − 6
√

x = 1 ha unae unasolaradicecompresatra 2 e
3. (Perché?).Darneunastimautilizzandounacalcolatricetascabile.Descrivereun algo-
ritmo iterativo cheproducaunasuccessionedi approssimantidi questaradice.Realizzare
l'algoritmo utilizzandounostrumentodi calcoloautomaticodisponibile.

Esempio14.3 Trovareunasoluzionedell'equazione2x = x + 3, approssimandoameno
di 0:01.

Esempio14.4 Devo seminareil pratorappresentatonellapiantain ®gura14.a sullaquale

è segnatauna griglia principalei cui quadratihannolato di 2 metri. Le sementisono
vendutein confezioniciascunasuf®cienteperla seminadi 25m2 di prato.Qualèil minimo
numerodi confezionichedovrò comperareperesserecertodi seminarel'intero prato?

Esempio 14.5 Utilizzando un foglio di carta millimetrata e un compasso,dare
gra®camenteunaapprossimazionedi � e stimarel'errore.
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Figura14.a Griglia adelementiquadratisuun insiemebidimensionale

Esempio14.6 Dareunastimadellapendenzadel gra®codellafunzionef (x) = 1=x nel
punto(2; 1=2), valutandol'errore chesi commette.

Esempio14.7 Mostrarechela pendenzadel gra®codellafunzione2x nel punto(0; 1) è
minoredi 1, mentrela pendenzadi 3x nellostessopuntoèmaggioredi 1.

Esempio14.8 Determinareunafrazioneugualeal numerodecimaleperiodico0:57. [Lo
studentedeve scrivereil numerodecimalecomesommain®nita e ricondursiadunaserie
geometrica.Nonè richiestodi ricordareformuleamemoriae anzisi chiededi nonfarlo.]

Esempio14.9 Calcolarela sommain®nita:

3
10

+
5

100
+

3
1000

+
5

10000
+ · · ·

Esempio14.10 Descrivereprocedurepercalcolare
√

3 +
√

5 e �
p

2 conunaprecisione
assegnata.
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Numeri complessi

15.1 Motivazioni

I numericomplessisononati per la risoluzionedelleequazionialgebriche,ma le funzio-
ni a valori complessisonomolto usateper lo studiodelle equazionidifferenzialie delle
trasformatefunzionali. Il formalismodei vettori nel pianocomplessoè inoltre largamente
utilizzatoin elettronicaedelettrotecnica.
Scopodelbloccoè l'acquisizionedelleregoledi calcolonel campocomplessoutilizzando
le varierappresentazionipossibili(algebrica,vettoriale,trigonometrica–polare).

15.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderegli argomentitrattati in questobloccosi deve primaavereunabuona
padronanzadegli argomentitrattatiin:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)

15.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

L’equazione x2 = −1 e l’unità immagina-
ria i . I numeri complessi z = x + iy , dove
x e y sono numeri reali. Rappresentazione

Datala rappresentazionealgebricadi z, esserein
gradodi scriverequellapolaree viceversa.Saper
eseguireoperazioniconi numericomplessi.

(continua)
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dei numeri complessi nel piano cartesia-
no. Modulo e argomento; disuguaglian-
za triangolare. Rappresentazione in forma
polare. Somma, prodotto, inverso, coniu-
gato. Rappresentazione delle operazioni
come trasformazioni di vettori nel piano.
Equazioni nel campo complesso.

Saperrisolvere equazionialgebrichein C. Sa-
per descrivere sottoinsiemidel piano mediante
uguaglianzeedisuguaglianze.

Formula di de Moivre, radici n–esime dei
numeri complessi. Forma esponenziale di
un numero complesso. Definizione di ez e
logz.

Sapercalcolarele radici n–esimedi un numero
complesso. Sapereche un polinomio di grado
n ha n zeri complessi. Saperutilizzare, senza
giusti®carla,l'identità ei� = cos� + i sin � .

15.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 0.5 CREDITI .

15.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio15.1 Calcolare(1 + i )17.

Esempio15.2 Dati z = 2 + 8i ew = −1− i , trovareArg( z=w).

Esempio15.3 Scrivereil numerocomplesso
i

i 3
√

3 + 1
nellaformax + iy .

Esempio15.4 Mostrarechevalgonole identità

z + w = �z + �w (z=w) = �z=�w w �w = |w|2:

Esempio15.5 Risolverein C le equazioni

z2 + 3iz + 4 = 0 �z = 2=z+ z:

Esempio15.6 Calcolarele radici ottavedi (1 − i ) � 1.

Esempio15.7 Scomporrein fattori il polinomiox4 + 1.

Esempio15.8 Mostrarechela sommadelleradici n–esimedell'unità è0.

Esempio15.9 Trovareil luogodei punti z nelpianocomplessotali che|z| = |z − 1|
Esempio15.10 È validal'identità

√
zw =

√
z
√

w sez; w ∈ C?

Esempio15.11 Rappresentarenel pianocomplessogli insiemi

E = {z ∈ C : |z| < 1} F = {z ∈ C : 1 6 |z| 6 2} G = {z+ i : z ∈ E}:
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Esempio15.12 Trovaretuttele soluzionidell'equazionez5 + 32 = 0.

Esempio 15.13 Descrivere utilizzando opportune disuguaglianzecon moduli e/o
argomentidi numericomplessigli insiemirappresentatinella®gura15.a.

A. - 1 0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

- 1 0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

B. - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

C. - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

D. - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

Figura15.a Insieminel pianocomplesso

Esempio15.14 Rappresentarenel piano complessoi punti O, P, Q corrispondentiai
numericomplessi0, 1, ei . Dire qualè l'ampiezzadell'angoloformatodallesemiretteOP
e OQ.
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Capitolo 16

Derivata

16.1 Motivazioni

Il blocco“Derivata” comprendele conoscenzeessenzialirelative alla derivatae all'inter-
pretazionedi questoconcettoin diversicontesti.La capacitàdi disegnareil gra®codella
funzionederivatae di “leggerlo” insiemeal gra®codella funzioneè utile per l'interpre-
tazionedei modelli, fa capirecomela derivatadi f possaessereutilizzata per ottenere
informazionisull'andamentodel gra®codi f e sui suoi punti di massimoe minimo, in-
troducealle equazionidifferenziali. Una certacapacitàdi calcolarefunzioni derivateè
naturalmentenecessariae deve comprenderela capacitàdi usaretabellee strumentiin-
formatici di calcolo simbolico. A questostadio, in particolareper gli studentiche non
intendonoapprofondiresuccessivamentelo studiodell'analisi, non si ritiene strettamente
necessariorichiedereunade®nizionerigorosadi limite. Si ritienesuf®cientechelo studen-
te conoscaalcuneproprietàdei limiti, comela linearitàe la monotonia,esappiautilizzarle
in semplicisituazioni.Tali proprietànonsonoperòindicatecomeprerequisitie si ritiene
chesiasuf®cienteintrodurle,illustrarlee giusti®carle,almenoin qualcheformasemplice,
mentresi sviluppala derivata.Perla capacitàdi modellizzare,e in particolaredi utilizzare
approssimazionilineari di funzioni chedescrivonosituazioniconcrete,si ritengonoinvece
importanti,conle loro interpretazionigeometriche,masenzadimostrazioniformali, il teo-
remadelvalormediodi Lagrangee la nozionedi differenziale di unafunzionein unpunto
x0, intesacomeapprossimazionelinearedell'incrementodella funzione. Le conoscenze
®n qui indicatesi ritienesianostrumentiindispensabiliperqualunquelaureatochedebba
saperinterpretaredescrizioniquantitative di fenomeni,nelle quali si utilizzano funzioni
di unavariabilereale. Naturalmentequesteconoscenzenon sonosuf®cienti per fondare
sviluppi ulteriori, comeadesempioquelli chepossonoessererichiesti in qualsiasilaurea
specialisticain ingegneriao in disciplinescienti®che.Pertanto,sesi vuolecheil calcolo
differenzialesiaappresoanchecomeadeguatofondamentoperulteriori sviluppi,si ritiene
molto opportuno,senonnecessario,chele conoscenzeindicatenel presentebloccosiano
sviluppateconunaqualchemaggioreattenzioneallade®nizionedegli oggettimatematicie
alla dimostrazionedelle loro proprietà.A tal ®nesi è aggiuntoun insiemeulterioredi co-
noscenze,indicatecol nomedi “complementiefondamentiteorici”, chepossonoutilmente
completareil primogruppodato.
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16.2 Prerequisiti e collegamenti

Percominciareadaffrontare i temicontenutiin questoblocco,occorrepossedereunabuona
partedelleconoscenzeindicatein:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)

e questeconoscenzedevonopoi essereulteriormentesviluppatee benpadroneggiatesesi
vuolearrivareadunabuonaacquisizionedegli obiettivi indicatinelpresenteblocco.Sepoi
si vuole unacompleta padronanza del bloccoderivata,utilizzabile in contestied esempi
signi®cativi, nei tempi(crediti) previsti, occorresviluppare,primao contemporaneamente,
almenoin qualchemisura,anchele conoscenzee le capacitàindicatein:

• Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
• Dalla trigonometria alle funzioni trigonometriche (blocco n. 10)
• Progressioni aritmetiche e geometriche, funzione esponenziale e funzione logaritmo

(blocco n. 11)
• Preliminari al calcolo: processi di approssimazione e numeri reali (blocco n. 14)

Moduli particolarmentecorrelatisono

• Integrale (blocco n. 17)
• Equazioni differenziali (blocco n. 20)

16.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Retta tangente a un grafico
e pendenza del grafico in un
punto. Velocità. Rapporto
incrementale

Utilizzandounanozioneintuitiva di “retta tangente”al gra®co
di unafunzionein un punto,saperdescrivereunaproceduradi
approssimazionedellapendenzadi talerettacome“limite” della
pendenzadi opportunerettesecanti.Analogamente,saperde-

(continua)
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di una funzione in un pun-
to e sua interpretazione in
diversi contesti. Derivata.
Differenziale.

scrivereunaproceduradi approssimazionedella“velocitàistan-
tanea”come“limite”della velocitàmediain opportuniintervalli
di tempodi duratachetendea zero.
Conoscerela de®nizione di “derivata” df

dx (x0) della funzio-
ne f in un punto x0 come“limite” del rapportoincrementale
f (x ) � f (x 0)

x � x 0
per x → x0, sapendointerpretaresul gra®codel-

la funzionei diversielementidel rapportoincrementalestesso.
Derivatadestraesinistra.Esempidi funzioninonderivabili in un
punto. Saperscriverel'equazionedellarettatangenteal gra®co
di unafunzionein unpunto.
Dataunafunzionef derivabilein x0, saperleggeresulgra®cola
formulaf (x) = f (x0) + f 0(x0)(x − x0) + E(x − x0) esaperla
interpretare.

Funzione derivata. Teore-
ma del valor medio di La-
grange. Studio del grafico
di una funzione conoscen-
do la derivata. Massimi e
minimi. Derivata seconda.
Convessità.

Distinguerefra “derivata” in un puntoe funzionederivata. Da-
to il gra®codi unafunzione,sapertracciarequalitativamente,e
in casi semplici esattamente,il gra®codella funzionederivata
(senzapassareper unarappresentazioneanalitica). Saper“leg-
gere” la coppiadeigra®cidi f e f 0, e utilizzarei duegra®ciper
la descrizionee l'interpretazionedi fenomeninaturalio socio-
economici,ad esempiounaleggeorariainsiemeal gra®codel-
la velocità,oppureunadistribuzionecumulatainsiemealla sua
densità.Conoscereun enunciatodel teoremadi Lagrangee sa-
perlointerpretaregeometricamente.Dallaconoscenzadellafun-
zionederivatasaperricavareinformazionisull'andamentodella
funzionee sui punti di massimoe minimo. Conoscerela no-
zionedi derivataseconda.Dalla derivatasecondasaperricavare
informazioni elementarisulla derivatae poi sulla funzione(in
particolare:convessità,caratteredeipunti critici).

Formule di derivazione. De-
rivate di funzioni elementa-
ri. Loro significato in ca-
si particolari e in diversi
contesti.

Conoscereesaperapplicarele formuleperle derivatedi somma,
prodotto,quoziente,composizionedi funzioni,funzioneinversa.
Saperlegiusti®care,riconducendolealle proprietàdi linearitàe
di monotoniadei limiti.
Saperechesi possonoscrivereesplicitamentele funzionideriva-
te di moltefunzioni elementari,ricordarnealcunee sapernetro-
varealtrein un archivio di memoria.Conoscereargomentazioni
chegiusti®chinoalcunedellederivatedelle funzioni elementari
(ax , logx, x � , sinx, cosx, tan x). Sapercalcolarederivatecon
l'aiuto di strumentiinformatici.
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Complementi e fondamenti
teorici: i numeri reali e
le loro proprietà; nozione
di limite di una successione
e serie numeriche; nozioni
di limite di una funzione e
funzioni continue; proprietà
globali delle funzioni conti-
nue; approssimazione loca-
le di una funzione con un
polinomio.

Conoscerela de®nizionedi estremosuperioree saperechel'esistenza
dell'estremosuperioreequivaleall'esistenzadellimite dellesuccessioni
monotone.
Saperenunciarela de®nizionedi limite di unasuccessione.Saperdi-
mostrarealcuneproprietàdel limite. Conoscerediversiesempidi suc-
cessioniconvergentie nonconvergenti,e un ordinedi in®nitesimi e di
in®niti. Conoscerequalcheesempiosigni®cativo di serienumerichee
di usodel criterio del confronto.
Saperenunciarela de®nizionedi limite di unafunzione(in un puntoo
all'in®nito) e conoscereesempidi funzioni chehannodiversicompor-
tamential limite. Conosceree saperdimostrarequalchesemplicepro-
prietàlocale,comeadesempiola permanenzadel segnoperle funzioni
continueo la continuitàdellefunzioniderivabili.
Conoscerel'enunciatoe avereun'ideadelladimostrazionedel teorema
degli zeri e del teoremadi Bolzano-Weierstrass.Saperdimostrareil
teoremadel valormedio di Lagrange.Conosceree saperdimostrarele
relazionifra la monotoniadi unafunzionee il segnodelladerivatain un
intervallo.
Conoscerela formuladi Taylor almenoal secondoordine,conqualche
stimadel resto,perfunzioni suf®cientementeregolari,saperlainterpre-
tareesaperlautilizzareperriconoscereil caratteredeipunticritici eper
il calcolodi semplicilimiti.

16.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1.5– 2.5 CREDITI . La primapartedi questobloc-
co, esclusii complementie fondamentiteorici, richiedecirca 1.5 crediti, segli studenti
hannoi prerequisitiindicati. Sesi includela partedeicomplementiefondamentioccorrono
invececirca2.5crediti.

16.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio16.1 Sul gra®codella funzionef (x) = x2 + 1 considerarei punti A e B tali
chexA = −2 e xB = −1. Trovarela pendenzadellarettachepassaperA eB .

Esempio16.2 Scrivere l'equazionedella retta passanteper il punto P0 = (x0; y0) e
aventependenzaugualea−1=2.

Esempio16.3 Mostrarechela pendenzadel gra®codellafunzione2x nel punto(0; 1) è
minoredi 1, mentrela pendenzadi 3x nellostessopuntoè maggioredi 1. Utilizzandouna
calcolatricetascabile,stabiliresela pendenzain (0; 1) dellafunzioneax , dove a = 2:5, è
maggioreo minoredi 1. E sea = 2:7?

Esempio16.4 Calcolarela derivatadellefunzioni x2 − 3x + 1 e 1=x nel puntox0 = 2,
scrivendoil rapportoincrementalee trovandoneil limite.
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Esempio16.5 Descriverela funzionederivatadellafunzione

f (x) =

{
x2 sex ∈ [−2; 0];

0 sex ∈ [0; 3]:

Tracciareil gra®codi f , f 0 e f 00.

Esempio16.6 Tracciareil gra®codella derivataf 0(x) della funzionef il cui gra®coè
disegnatoin ®gura16.a

- 3 - 1 1 4
x

1

2

3

y

Figura16.a Gra®codi f

Esempio16.7 Disegnareil gra®codi unafunzionela cui pendenzasiasempremaggiore
di 1.

Esempio16.8 Nella®gura16.bèrappresentatoil gra®codi unafunzionef . Determinare

i valori peri quali f 0(x) è positiva,negativa,nulla.

Esempio16.9 Siaf : IR → IR unafunzionela cui derivatasoddisfale seguentirichieste:

a) f 0(x) < 0 in (−∞;−3) edin (−3; 0)
b) f 0(3) = 0 e f 0(0) = 0
c) f 0(x) > 0 perx > 0

Disegnareunpossibilegra®codellafunzionef .

Esempio16.10 Calcolarela derivatadellefunzioni

1
1− x

;
√

1 + x2; |x| 23 ; e� x 2

; 10x ; xe� 3x +1 :

Esempio16.11 Calcolarela derivatadellefunzioni

x ln x; ln
f (x)

x
; sin(! t − � ); cos2 t; tan � 1 t:
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a b

Figura16.b Gra®codi f

Esempio16.12 Scrivere l'equazionedella retta passanteper l'origine e tangenteal
gra®codellafunzioneex .

Esempio16.13 Determinarei valori del parametroa per cui la funzionef (x) = eax

veri®cala relazionef 00(x) + 4f 0(x) − f (x) = 0.

Esempio16.14 Unascalalunga13 metri è appoggiataadunapareteverticale.La base
dellascalasi allontanadallapareteallavelocitàdi 20cm/sec.A chevelocitàscendel'altra
estremità,appoggiataalla parete?

Esempio 16.15 Trovare il valore massimopossibile per il volume di una scatola
cilindrica,senzacoperchio,tra tuttequellechehannounasuper®ciedi 40cm2.

Esempio16.16 Calcolaremassimoe minimo della funzione f (x) = (x2 − 3)e� x

nell'intervallo [0; + ∞).

Esempio16.17 Disegnarequalitativamenteil gra®codellafunzionee� 4x 2+ x .

Esempio16.18 Dire perquali valori di k l'equazionex3 − 5x = k haesattamenteuna
soluzione(reale).

Esempio16.19 Sia x una variabile che indica la quantitàdi un certo prodottodi una
aziendae sia C(x) il costonecessarioper produrrela quantitàx. La quantitàC(x)=x è
allorail costo medio di produzione,relativoallaquantitàdi prodottox. Supponiamocheper
uncertoprodottosi abbiaC(x) = 2000+ 4x+ 0:03x2. Disegnareungra®codi C(x) edare
un'interpretazionedegli addendichecompaiononella funzione. Dareun'interpretazione
geometricadi C(x)=x e disegnareil gra®co. Trovareil valoredi x percui il costomedio
è minimo. Mostrarein generalechenel puntox0 in cui il costomedio è minimo si ha
C0(x0) = C(x0)=x0.

Esempio16.20 Un serbatoioa forma di troncodi cono, con l'asseverticalee la base
minorein basso,è alto 12 metri e ha i raggidellebasidi 1 metroe 2 metri. Il serbatoio,
inizialmentevuoto,vieneriempitoconun �usso di liquido di 20 litri al secondo,a partire
dall'istantet0. Scriverel'altezzadel liquido in funzionedel tempoe calcolarela rapidità
di variazionedell'altezzadel liquido nel serbatoioall'istante t. Confrontaretale rapidità
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di variazionecosìcalcolataconla quantità1=A(t), dove A(t) è l'area dellasuper®ciedel
liquido al tempot, edareun'interpretazionedel risultatoottenuto.

Esempio16.21 Un'automobilehapercorsountrattodi autostradasecondola leggeoraria
s(t). Supponiamoches sia unafunzionederivabile; sein un intervallo di tempodi 100
secondil'automobilehapercorso4 chilometri,mostrarechevi è statoalmenoun istantet
in cui la suavelocitàè statadi 144km=h.

Esempio16.22 Scriverei polinomidi Taylorcentratiin 0 dellefunzionix sinx e1−e� x 2

e mostrarecomesi possonoutilizzareperil calcolodel limite

lim
x ! 0

x sinx
1− e� x 2 :
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Capitolo 17

Integrale

17.1 Motivazioni

La nozionedi integraleha tradizionalmenteduefacce. Da un lato quelladi “operazione
inversadella derivata”. Dall'altro quelladi “integralede®nito”. Qui si è sceltodi usare
semplicementela parolaintegrale perla secondaedi usarela parolaprimitiva perindicare
la prima,ancheal ®nedi consentireunamiglioredistinzionedeidueaspettiedi apprezzare
meglio la portatadel Teoremafondamentale.Si poneunaparticolareattenzioneall'inter-
pretazionedell'integralee delle sueproprietàin diversi contestimodellistici, poichéper
molti utilizzatori è essenzialela capacitàdi usarel'integralecomelinguaggiopiù cheper
il calcoloeffettivo. L'accentosul calcolodelle primitive è ridotto (e si chiedeperòuna
minimacapacitàdi usarestrumentiinformaticidi calcolosimbolico).Si ritienein®neindi-
spensabilesaperusarel'integraleancheper il calcolodi areee volumi di sempliciinsiemi
e perfunzioni illimitate o suintervalli illimitati.

17.2 Prerequisiti e collegamenti

Percominciarel'acquisizionedellanozionedi integraleedellesueprimeproprietà,chegià
dannoqualchecapacitàdi modellizzare,occorreconoscerealmenoin parte:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
• Preliminari al calcolo: processi di approssimazione e numeri reali (blocco n. 14)

Peraffrontarepoi il Teoremafondamentaledel Calcoloe arrivaread unaconoscenzapiù
completa,occorrebuonapartedi:

• Derivata (blocco n. 16)

Moduli particolarmentecorrelatisono:

• Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
• Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)
• Probabilità nel continuo (blocco n. 18)
• Equazioni differenziali (blocco n. 20)

87
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17.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Nozione elementare di inte-
grale e sua interpretazione
in diversi contesti.

Saperenunciareunade®nizionedi integraledi unafunzionesu
unintervallo,comelimite di integrali di funzionicostantiatratti,
de®niti elementarmente.In semplicisituazioni,saperinterpreta-
re l'integralecomeareadi unsottogra®co,comespaziopercorso
da un puntomobile, comemassatotaledi unadistribuzionedi
cui è notala densità,oppurecomenumerototaledi unapopola-
zionedi cui è notala distribuzionedi frequenzarispettoall'età.
Saperdareun valoreapprossimatodell'integraledi unafunzio-
ne, con qualchestima dell'errore, ad esempioper le funzioni

monotoneo in casispeci®ci.Saperechel'integrale
∫

[a;b]
f esi-

stecertamenteper le funzioni monotonelimitate, i polinomi, le
funzioniesponenzialeelogaritmo,le funzionitrigonometrichee,
in generaleperunaclassedi funzioni,chesi chiamanocontinue
(è suf®cienteunanozioneintuitivadi funzionecontinua).

Linearità, monotonia, addi-
tività dell’integrale. Teore-
ma della media integrale e
sue interpretazioni.

Conoscerele proprietàdell'integrale, saperleinterpretare,sa-
pernedarequalchegiusti®cazionee saperleusareper calcolare
integrali eareedi semplicifunzioni.

Funzione integrale. Teore-
ma fondamentale del Calco-
lo.

Conoscerelade®nizionedi funzione integrale F associataaduna
funzionedataf e saperneinterpretareil signi®catoa seconda
dei contesti.Saperdisegnareil gra®codella funzioneintegrale
di unasemplicefunzionelinearea tratti, senzapassareper una
rappresentazioneanaliticae senzausareil teoremafondamenta-
le. Semprein questocaso,sapermostrarecheF 0(x) = f (x) in
tutti i punti in cui f ècontinua.Conoscereunenunciatogenerale
del Teoremafondamentale,nellaformadi unacondizionesuf®-
cienteaf®nchévalgaF0(x) = f (x), sapendoneargomentarela
plausibilità.

(continua)
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Funzioni primitive e calcolo
di integrali

Saperecheunafunzionechehaderivatasemprenullain uninter-
vallo è costante.Conoscerela nozionedi “funzioneprimitiva” e
saperutilizzareil TeoremaFondamentaleper il calcolodi inte-
grali di semplicifunzioni. Conoscerele primitivedellefunzioni
x � ; eax . Sapertrovareuna primitiva per sostituzione,almeno
nel casoin cui siaunaapplicazioneimmediatadelladerivatadi
unafunzionecomposta.Comprendereunaintegrazioneperpar-
ti. Sapertrovareprimitivedi semplicifunzioni,ancheassistitida
tavole edastrumentiinformatici.

Aree, volumi. Integrali di
funzioni non limitate o su
intervalli illimitati.

Saperutilizzarel'integralepercalcolarel'areadi sempliciinsie-
mi nel piano.Conoscereil principiodi Cavalieri e saperlousare
percalcolareil volumedi semplicisolidi (adesempiodi rotazio-
ne).Conoscereunanozionedi integraledi funzioninonlimitate
o suintervalli illimitati.

17.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI . Questobloccorichiedecirca2 cre-
diti, segli studentipossiedonoi prerequisitiindicati. A secondadelle ®nalità è possibile
ridurrealcuniaspettie in tal casopuòesseresuf®cientecirca1 credito,main questomo-
do si compromettela possibilitàdi basaresuquestobloccoulteriori sviluppi, adesempio
nelladirezionedel Calcolodifferenzialee integralein più variabili, o dellaprobabilitànel
continuoo delleequazionidifferenziali.

17.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio17.1 Calcolare
∫

[� 1;3]
f perla funzionef il cui gra®coèrappresentatoin ®gura

17.a.

Esempio17.2 Disegnareil gra®codella funzione2x + 1. Utilizzandol'interpretazio-
ne dell'integralecomearea(con segno) del sottogra®coe calcolandol'area di opportuni

triangoli,determinare
∫

[� 2;3]
(2x + 1).

Esempio17.3 Disegnare il gra®co della funzione
√

4− (x − 1)2 + 1. Utilizzan-
do l'interpretazionedell'integrale come area (con segno) del sottogra®co,calcolare∫

[� 1;3]

(√
4− (x − 1)2 + 1

)
.
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1

�1

�1

1

3

Figura17.a Gra®codi f

Esempio17.4 Un'automobileacceleracostantementepartendoda fermae arrivandoal-
la velocitàdi 100km/h in 8.3 secondi.Poi proseguea velocitàcostanteper10 secondie
in®nedeceleracostantementefermandosi45secondidopola partenza.Rappresentaregra-
®camentela situazionee trovarelo spaziopercorso.Rappresentareil risultatoutilizzando
la notazionedi integrale.

Esempio17.5 Sia f (x) = e� x 2

. Utilizzando una calcolatricetascabilecalcolareun
valoreapprossimatoperl'integraledellafunzionef nell'intervallo [0; 1] conunerrorenon
superiorea1=10.

Esempio17.6 Si mostriconuncontroesempiocheèfalsal'af fermazione:se
∫

[a;b]
f = k,

allora
∫

[a;b]
f 2 = k2:

Esempio17.7 Disegnare il gra®co della funzione integrale F (x) =
∫

[0;x ]
f per la

funzionef il cui gra®coè indicatonella®gura17.b.

Esempio17.8 In ®gura 17.c è rappresentatoil gra®codella funzioneintegraledi una

funzionef . Disegnareil gra®codellafunzionef .

Esempio17.9 Calcolarele primitive
∫

1
(r − r0)2

∫
sinx cosx

∫
logx√

x
:

Esempio17.10 Calcolare
∫

(0 ;� )
sin2 x

∫

[� 2;0]

1
x2 + 4x + 6

:
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4

2

�1

2

Figura17.b Gra®codi f

2�2 3

2

Figura17.c Gra®codellafunzioneintegraledi unacertafunzionef

Esempio17.11 Calcolare
∫

(0 ;+ 1 )
xe� 3x +1 :

Esempio17.12 Sapendoche
∫

IR
e� x 2

=
√

� ; calcolare
∫

IR

1
2

e� (x−1)2

2 .

Esempio17.13 Dire qualedei seguentiintegrali è ugualea
∫

[1;4]
f (2x).

2
∫

[2;8]
f (x); 2

∫

[1=2;2]
f (x);

1
2

∫

[2;8]
f (x);

∫

[1;4]
f (x)

Esempio17.14 Calcolarel'areadell'insiemepianocompresofra le dueparaboley = x2

e x = y2.
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Esempio17.15 Mostrarecheil volumedi unapiramideè datodallaformula

1=3 · altezza· areadellabase:

Esempio17.16 Calcolareil volumedel solidoottenutofacendoruotareintornoall'asse
x il gra®codellafunzionef (x) = 1=x sull'intervallo [1; 3].

Esempio17.17 Per quali valori di a ha un valore ®nito l'area sotto il gra®co della
funzione1=xa nell'intervallo [1; + ∞)?

Esempio17.18 Posto�( n) =
∫ + 1

0 tn � 1e� t dt, con n intero positivo, mostrareche
�( n) = (n − 1)�( n − 1).
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Capitolo 18

Probabilit� nel continuo

18.1 Motivazioni

I concettie gli strumentidel Calcolodelleprobabilità,insiemea quelli strettamentecolle-
gati dell'inferenzastatistica,sonodi grandissimae crescenteimportanzanellamodellizza-
zionescienti®cae sonodestinatiadin�uenzareprofondamentela matematicae la scienza
dei prossimidecenni.In questobloccosonoraccoltele conoscenzee le abilità essenzia-
li nell'ambito della probabilità,mentrel'inferenza statisticasi trova in un altro apposito
blocco.Nellepiù diversesituazionidi molteplici ambiti disciplinariè richiestodi saper:

• riconoscerele possibilità di utilizzare modelli probabilistici e statistici continui,
applicandonozionibasilaridi Calcolodifferenzialee integrale;

• usaremodelli di approssimazioneedi simulazione;
• effettuarestimedi tipo inferenziale;

18.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderecompletamentegli argomentitrattati in questobloccosi deve avere
unabuonapadronanzadegli argomentitrattatiin:

• Probabilità nel discreto e calcolo combinatorio (blocco n. 7)
• Preliminari al calcolo: processi di approssimazione e numeri reali (blocco n. 14)
• Derivata (blocco n. 16)
• Integrale (blocco n. 17)

Altri moduli particolarmentecorrelatisono:

• Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
• Elementi di statistica inferenziale (blocco n. 19)

93
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18.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Variabili aleatorie continue.
Densità e distribuzioni di pro-
babilità come funzioni reali di
variabile reale. Eventi im-
possibili ed eventi di proba-
bilità nulla. Media e varian-
za di una variabile aleatoria
continua. Densità del massi-
mo, del minimo e della som-
ma di due variabili aleatorie
indipendenti. Vettori aleatori.
Densità congiunta. Densità
marginali.

Conoscerela differenzatra variabili aleatoriediscretee varia-
bili aleatoriecontinue. Saperfornire esempidi esperienzeil
cui esitopuò esseredescrittoper mezzodi variabili aleatorie
continue(tempodi attesa,tempodi vita). Conoscerela re-
lazionetra la funzionedi densitàe la funzionedi ripartizio-
ne di una distribuzione. Sapercalcolareil valoreattesoe la
varianzadi una variabile aleatoriacontinuae di una funzio-
ne elementaredi unavariabilealeatoriacontinua(ad esempio
E(X + 3); Var(X −4)). Sapercalcolarela densità,la distribu-
zione,la mediae la varianzadi funzionidi variabili aleatoriein
casisemplici: massimo,minimo e sommadi variabili aleato-
rie continueindipendenti.Saperutilizzarei concettidi densità
congiuntaemarginaliperinferiresull'indipendenzadi variabili
aleatoriecontinue.

Alcune distribuzioni continue
notevoli: uniforme, esponen-
ziale, di Cauchy, gaussia-
na. Legge dei grandi numeri.
Teorema del limite centrale.

Conoscereesaperapplicareasituazioniconcretealcunedistri-
buzioni continuenotevoli (adesempiola distribuzioneunifor-
me,la distribuzioneesponenziale,la distribuzionedi Cauchy).
Conoscereil signi®catoe le proprietàdella distribuzionenor-
male(gaussiana),saperlaapplicarea situazioniconcretein di-
versi contesti.Saperutilizzarela leggedei grandinumeriper
opportunesuccessionidi variabili aleatorie. Conoscereil le-
gametra frequenzae probabilità. Conoscereil signi®catodel
teoremadel limite centrale: saperutilizare la legge normale
standardper ottenereadeguateapprossimazioninumerichedi
distribuzionidiscreteo continuenel casodi proveripetute.Sa-
pertrasformareunadistribuzionenormalegeneralenelladistri-
buzionenormalestandard.Saperutilizzarele tavolenumeriche
delladistribuzionenormale.

18.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI .

18.5 Esempi e problemi

Esempio18.1 Sesi lancia300 volte unamonetaperfetta,qual è la probabilitàdi avere
84Teste?
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Esempio18.2 Quanti lanci di un dadoperfettosi prevededi dover fare per avere la
probabilitàdel 95%di averealmenounavolta 6?

Esempio18.3 Si vendonopacchettidi zuccherouf®cialmenteda500g. In realtà,però,la
quantitàdi zuccheroin unpacchettoèdistribuitanormalmenteconmedia500g edeviazione
standard10g. Qualè probabilitàcheil pesodelpacchettosiamaggioredi 510g?

Esempio18.4 Sea; bsonoduenumerireali uniformementedistribuiti in [0; 10]qualè la
probabilitàchel'equazionex2 + ax + b = 0 abbiadueradici reali?

Esempio18.5 SeX è unavariabilealeatoriauniformementedistribuita in [0; 6], cosa
possiamodiredelleduevalutazioniIP(X ∈ [2; 4]) e IP(X ∈ [3; 5])

Esempio18.6 Perassumerenuovi dipendentiin unaditta di computervienepresentato
un test con domandea rispostamultipla. In basead esperienzeprecedentiè noto che i
punteggi chesonoottenutidai candidatisonodistribuiti condensitànormaledi media100
e scartoquadratico15. Peressereassuntibisognaacquisireun punteggio pari ad almeno
140punti. Qualè la probabilitàdi essereassunti?

Esempio18.7 SiaX unavariabilealeatoriacontinuacondensitàdi probabilitàdatada:

f (x) =
{

k(4x − 2x2) se x ∈ [0; 2]
0 se x =∈ [0; 2]

CalcolareIP(X > 1); dopoaverdeterminatok.

Esempio18.8 La lunghezzadel periododi maternitàdi una donnaè regolato da una
distribuzionenormaledi media270 (giorni) e varianza100. Se il padredel nascituroè
stato“assentedacasa” dal290−simogiornoal 240− giornoprimadellanascita,qualè la
probabilitàdi unamaternitàparticolarmentelunga(o particolarmentecorta)?

Esempio18.9 La probabilità che una personasia allergica ad un vaccino è 1
1000 .

Determinarela probabilitàchesu2000personepiù di 2 sianoallergicheal vaccino.

Esempio18.10 (Maturità1997)Supponiamocheun campioneradioattivo contenga2×
1010 nuclidi ciascunodei quali ha la probabilitàp = 10� 10 di decaderein un secondo.
Calcolareil numeroattesodi decadimentiin unsecondoe la probabilitàdi osservarepiù di
4 decadimentiin unsecondo.

Esempio18.11 Un componenteelettronicoè compostodadueelementiin parallelo,en-
trambiaventi un tempodi rotturachesegueunaleggeesponenzialedi parametro� = 3.
Un secondocomponenteè invececompostodaunelementoaventeun tempodi rotturache
segueunaleggeesponenzialedi parametro� = 2: Qualedei duecomponentiha il tempo
mediodi rotturamaggiore?Qual è la probabilitàcheil primo componentesia ancorain
funzioneal tempot = 2?Ed il secondo?

Esempio18.12 Si immagini di effettuareunaseriedi lanci di un dado®no a quando
escela faccia4. Il numerodi lanci effettuati viene detto “tempo di attesa”dell'evento
in questione.Ripeterela determinazionedei tempi di attesadello stessoevento (uscita
della faccia4) suunaseriedi 120lanci e visualizzarei risultati ottenutisottoformadi un
istogramma.
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Esempio18.13 SianoX ; Y; Z; W quattrovariabili aleatoriegaussianestandardtra loro
indipendenti.Qualè la P(X + Y + W + Z ≤ 0)?

Esempio18.14 Siano X 1; X 2; X 3; :::; X 100 variabili aleatoriegaussianestandard,tra
loro indipendenti.Cosasi puòdiredellavariabilealeatoria(X 1+ X 2+ ::: + X 100) �

P
E (x i)√P

� 2(X i)
?
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Capitolo 19

Elementi di Statistica Infer enziale

19.1 Motivazioni

L'InferenzaStatisticaè la disciplinascienti®cachesi proponedi ricostruire,in modovero-
simile (cioèconunacertaaf®dabilità),dai (pochi) risultati di unaprova o esperimento,le
caratteristichedellapopolazione da cui i dati provengono.Della popolazioneinteressano
alcuniaspettio caratteri chepossonoesserequantitativi o qualitativi. Perogni unitàdella
popolazioneè de®nitala modalitàcheassumeil carattereoggettodi studio: seabbiamoa
chefareconcaratteriquantitativi si haunafunzionechevienedettavariabilestatistica(che,
inizialmente,è del tutto simile adunavariabilealeatoria).La suadistribuzionestatistica è
alloraassimilabilealla distribuzionedi unavariabilealeatoriadiscretae ciò ci permetteil
passaggio dal campione allapopolazione,rispettoaduncaratterepre®ssato;talemomento
checostituisceil processodi inferenza,contieneun aspettodi incertezzae si basa,come
detto,sull'ipotesi chevi saràanalogiadi comportamentotra ciò chesi è osservato e ciò
cheè presentenella popolazionedi riferimento. Ogni processodi inferenza,nonostante
la complessitàchepuòcaratterizzarele singolesituazioni(mutevolezzadei fenomeni,loro
nonripetibilità ecc..),si strutturade®nendoaccuratamentei seguentipunti:

• la popolazionedi riferimento,

• la proceduradi raccoltaeselezionedelleinformazioni,

• la procedurapergiungeredal risultatoparziale(il campione)alla popolazione,

• la validitàstatisticadellaprocedurausata.

19.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderegli argomentitrattati in questobloccosi deve primaavereunabuona
padronanzadegli argomentitrattatiin:

• Elementi di statistica descrittiva (blocco n. 6)
• Probabilità nel discreto e calcolo combinatorio (blocco n. 7)
• Derivata (blocco n. 16)
• Integrale (blocco n. 17)
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• Probabilità nel continuo (blocco n. 18)

Questoblocco può essereutilmenteaffrontato dopo una buonapreparazionedi basedi
studiuniversitari. Si supponecheil materialedel modulovengainsegnato“privilegiando
le tecnichedi utilizzo”, rinunciandoquindia ognipretesadi rigoreformale.

19.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Variabili statistiche e lo-
ro distribuzioni (� 2, T di
Student, F di Snedecor -
Fisher).

Saperleggereedutilizzarele tavolenumerichedelledistribuzio-
ni peril calcolodei valori richiesti.

Stimatori e metodi di stima
(puntuale, per intervalli).

Saperutilizzareil MetododeiMomenti,quellodeiMinimi Qua-
drati e quello della MassimaVerosimiglianzaper le stime dei
parametridi unapopolazioneeperdeterminarnegli intervalli di
con®denza.

Test di significatività (pa-
rametrici) per variabili sta-
tistiche unidimensionali e
bidimensionali.

In baseadunaipotesiH 0 fatta,alla naturadel campionecasua-
le, alle modalitàsperimentalie alle indicazionifornite dall'ana-
lisi descrittiva, saperindividuarela distribuzionedi probabilità
più verosimileperla variabilestatisticasottopostaal test.Saper
valutarel'errore di I tipo edi II tipo.

19.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI . Comegiàdettoin precedenza,questo
bloccovainseritoall'internodell'insegnamentouniversitarioecertamentesuccessivamente
ai blocchiai qualiè giàstatofattoriferimento.

19.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio19.1 Dire sele seguentiaffermazionisonovereo false:

• La miglior stimapuntualeperla mediadi unapopolazioneè la mediacampionaria
• Il valoredellaordinatagaussianastandardcorrispondenteal 98%èdatoda1:96
• Un intervallo di con®denzadel 90%perla mediadi unapopolazionesigni®cachec'è

la probabilitàdel 90%chela mediadellapopolazionesiacontenutanell'intervallo di
con®denza.
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Esempio19.2 In occasionedi un referendumsi effettuaun sondaggiosu1287possibili
elettori. Il 37%dichiarachenonandràa votare. Si determiniun intervallo di con®denza
del95%perla percentualedi elettorichenonandràavotare.

Esempio19.3 Il valor medio e la varianzadi una serie di stipendi giornalieri sono
rispettivamente(in euro) 74 e 144. Se un impiegato ne riceve 71, come si colloca,
percentualmente,fra gli stipendiatidell'azienda?

Esempio19.4 Un commerciantedi televisori acquista24televisori aschermopiatto.Tre
di essirisultanoesseredifettosi. Se si supponeche la distribuzionedei televisori della
dittaai commerciantisiacasuale,si stimi, conil metododellamassimaverosimiglianza,la
probabilitàcheun televisoredi quellapartitasiadifettoso.

Esempio19.5 Duranteunacerimoniareligiosaè statochiestoai presentisecredevano
all'esistenzadegli angeli:164su200hannorispostopositivamente.Determinaregli estre-
mi dell'intervallo di con®denzadel 90%dellaproporzionecorrettadi colorochecredono
nell'esistenzadegli angeli.

Esempio19.6 In un sondaggiotelefonicodi 5000telefonate,alla domanda“VoleteRo-
bertoBaggio in nazionale?' si è ottenutoil 73% di rispostepositive, con un margine di
erroredel2:3%: Cosafarestesefosteil CommissarioTecnicodellanazionale?

Esempio19.7 Consideriamoun campionedi n = 16 rocceper le quali il contenuto
mediox di Zr (Zirconio) è risultatopari a 35 ppm con varianzacampionarias2 = 3:2.
Supponendodi conoscerela media � della popolazione(da cui proviene il campione),
determinareun intervallo di con®denzaper� 2:

Esempio19.8 Tra gli spettatoridi un concertosi prendonoduecampionicasualidi 100
e 110spettatorie si ottengonorispettivamente53 e 73 presenzedi uomini.Qualè,al 95%,
l'intervallo di con®denzaper la differenzafra la popolazionedelle donnee quelladegli
uomini?

Esempio19.9 Poniamodi aver determinatoil numerodi batteriper volumeunitario in
n = 10campionidi acquaprelevati daun lago;essendo

A = {175; 190; 215; 198; 184; 207; 210; 193; 196; 180};

i 10 valori misurati, si vuole veri®carese il contenutomedio si trova al di sotto di un
livello di sicurezzapari a 200, ovvero si vuole veri®carel'ipotesi H0 : � = 200 contro
H1 : � < 200conun livello di con®denzadel99%.

Esempio19.10 Poniamodi averdeterminatoil contenutodi Ti (Titanio),misuratoin ppm,
in dueseriedi campionidi roccebasalticheprovenientidadifferenticontestigeologici,con
rispettivamenten1 = 10 ed n2 = 12 unità; supponendoche le due popolazionisiano
distribuite in modoNormaleeavendocalcolatole rispettivevarianzecampionaries2

1 = 15
e s2

2 = 12, si voglia veri®carechei dueinsiemi di osservazioni sonofra loro omogenei
rispettoalla variabilità del caratterein questione,cioè il contenutomedio di Ti, con un
marginedi erroredel5%.

Esempio19.11 Consideriamon = 40 valori relativi al contenutopercentualedi carbo-
natodi Calcio(CaCO3) di unaseriedi campionidi roccesedimentarieperi quali l'analisi
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dei contenutiha portatoal valorex = 1:715 con s = 0:475; supponendoche la popo-
lazionedi provenienzaabbiadistribuzioneNormale,si voglia sottoporrea test l'ipotesi
H0 : � = 1:9%controH1 : � 6= 1:9%adun livello di signi®catività del95%.

Esempio19.12 Primadi installarein unostudiounanuova linea telefonicasi vuol cal-
colarela probabilitàdi trovareliberala lineagià attivata.Si fanno10 tentativi, chesuppo-
niamoindipendenti,e si hannoi seguentirisultati: 2; 7; 4; 1; 4; 9; 8; 5; 5; 2: Qualeleggedi
probabilitàsembrala più opportunadausareperafrontarequestoproblema?Edusandola
leggescelta,qualestimasi ottiene,conil metododellamassimaverosimiglianza?

Esempio19.13 In unaricercadi carattereambientalesi vuolestimarela proporzionep
di unapopolazione(suppostadistribuita in modoNormale)di campionidi acquechepre-
sentanoproblemidi inquinamento.Quanticampionidevonoessereanalizzatisesi desidera
esserecerti al 98%chel'errore dellastimaè inferiorea 0:05 senonsi hannoconoscenze
sul valoredi p?
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Capitolo 20

Equazioni differ enziali elementari

20.1 Motivazioni

Gli studentidi molti Corsi di Laureasi devonoassaiprestoconfrontarecon fenomenidi
naturadinamicae con il problemadi darneunarappresentazioneformaleef®cace,capace
di fornire previsioni. A questo®ne le equazionidifferenzialicostituisconounostrumento
molto importantee sonoquindi un argomentomatematicodi cui è molto utile conoscere
almenoi primi rudimenti.
Attraversolo studiodi sempliciequazionidifferenzialiordinarie,limitandosiai soli proces-
si unidimensionali,è poi possibileintrodurrealcuni importantiesempidi sistemidinamici
in tempocontinuo,cheemergonoin diversi ambiti disciplinari, e fornire i concettie gli
strumentianalitici essenzialiperstudiarnele proprietà.

20.2 Prerequisiti e collegamenti

Questobloccodi conoscenzedovrebbeessereaffrontatoda studentichehannogià avuto
un primo corsodi “calcolo” e chehannoin generaleunabuona“maturitàmatematica”.In
particolareènecessariaunabuonapadronanzadegli argomentitrattatiin:

• Funzioni e grafici elementari (blocco n. 5)
• Derivata (blocco n. 16)
• Integrale (blocco n. 17)

edè utile la conoscenzadi almenounapartedi

• Numeri complessi (blocco n. 15)
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20.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Equazioni differenziali a va-
riabili separabili. Equazioni
differenziali lineari del I or-
dine (autonome e no). Equa-
zioni differenziali lineari del
II ordine a coefficienti co-
stanti.

Conoscereesempidi equazionidifferenzialidi vari tipi e il loro
possibilesigni®catonel contestodi diversi fenomeninaturalie
sociali. Saperusareil metododi separazionedellevariabili. Sa-
perrisolveresempliciproblemidi Cauchyesaperinterpretarela
soluzionee il suocomportamentoin contestisigni®cativi. Saper
dire cos'è un'equazionedifferenzialelinearee saperlaricono-
scere. Conoscerel'operatorelineareassociatoa un'equazione
e saperloutilizzareperdescrivere,ancheconun liguaggiogeo-
metrico,le proprietàdellesoluzionidell'equazione,sianel caso
omogeneosia nel casonon omogeneo.Esserein gradodi de-
terminarela soluzionegeneraledi equazionidifferenzialilineari
del I ordine,sia nel casodi coef®cienti costanti,sianel casodi
coef®cienti variabili. Saperdeterminarela soluzionegeneraledi
un'equazionedifferenzialelinearedel II ordineacoef®cientico-
stanti,omogenea.Saperdiscuterecomportamentoasintoticoe
naturadelle soluzionial variaredi uno o più parametri. Saper
determinaresoluzioniparticolari,equindi la soluzionegenerale,
quandoil terminenoto è unafunzionedi alcuni tipi particola-
ri. Sapertrovaresoluzionichever®canospeci®checondizioni
iniziali o al contorno.

Equazioni differenziali del
primo ordine in forma nor-
male. Campi di vettori e
curve integrali. Problema
di Cauchy e condizioni di
esistenza e unicità. Di-
pendenza continua dai da-
ti. Approssimazione delle
soluzioni.

Saperinterpretareun'equazionedifferenzialedelprimoordinein
formanormalecomeproblemadi trovarele curveintegrali di un
campodi vettori. Conoscerecondizionisuf®cienti perl'esisten-
zaeunicitàdellesoluzioniperil problemadi Cauchy. Conoscere
la nozionedi “dipendenzacontinuadaidati” e la suaimportanza
ai ®ni delleapplicazioni.Conoscerequalchemetodoper la co-
struzionedi approssimazionidelle soluzionidi un problemadi
Cauchy.

Sistemi di due equazioni dif-
ferenziali lineari del primo
ordine a coefficienti costanti
omogenee e classificazione
delle morfologie dinamiche
corrispondenti.

Saperrisolvereun semplicesistemadi dueequazionidifferen-
ziali lineari del primo ordineriducendoload un'equazionedel
secondoordine. Esserein gradodi tracciarequalitativamente
nel piano le traiettorierelative ad un sistemadi due equazio-
ni differenziali lineari del primo ordine a coef®cienti costanti
omogeneo.
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20.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 2 CREDITI .
La partedi questobloccochearriva ®no alle equazionidel secondoordinea coef®cienti
costanticompreserichiedecirca 1.5 crediti. Tutto il mattoncinorichiedealmeno2 credi-
ti, ma anchedi più a secondadel gradodi approfondimentodei contenutiteorici e della
complessitàdeiproblemichesi richiededi saperrisolvere.

20.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio20.1 Si studino,al variaredeiparametrirealia; bek, le soluzionidelproblema
di Cauchy: x0 = ax + b, condizioneinizialex(0) = k, determinandoneil comportamento
asintoticoa±∞ e l' intervallo massimaledi de®nizione.Si traccinoinoltre i gra®ci delle
funzioni trovate.

Esempio20.2
Si determinila soluzionegeneraledelle equazionidifferenziali lineari, a coef®cienti non
costanti

a) x0 = x=t,
b) x0 = 2tx + (t3 − 1)
c) x0 = 3tx + et

Esempio20.3 Si studinole soluzioni del problemadi Cauchy: x0 = x − x2, con la
condizioneiniziale x(0) = k, al variaredel parametrorealek, determinandonein par-
ticolare comportamentoasintoticoe intervallo massimaledi de®nizione. Si generalizzi
l'analisi precedenteal problema:x0 = ax + bx2 , conla condizioneinizialex(0) = k, con
coef®cienti a ebnumerireali qualunque

Esempio 20.4 Si risolvano i seguenti problemi di Cauchy relativi ad equazioni
differenzialia variabili separabili:

a) x0 = (1 + x2) sin t conx(0) = 1
b) x0 = t(1 − x2)=x conx(1) = 1
c) x0 = (1 + t)e� x conx(0) = 1
d) x0 = et cos2 x conx(1) = 1=4

Esempio20.5 Si determini la soluzionegeneraledelle equazionidifferenziali lineari
omogeneedel secondoordine:

a) x00− 5x0+ 6x = 0
b) x00− 2x0+ 2x = 0
c) x00+ 2x0+ x = 0

Esempio20.6 Si determinila soluzionegeneraledelleequazionidifferenzialilinearinon
omogeneedel secondoordine:

a) x00+ 4x = tan t
b) x00+ x0 = sin t
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c) x00− 5x0+ 6x = 2et

d) x00− 5x0+ 6x = t2 + 3

Esempio20.7 Si risolva il problemadi Cauchy: x00+ x0− 6x = 0, condizioneiniziale
x(0) = a; x0(0) = b, determinandoperquali valori dei parametria e b il comportamento
asintoticodellasoluzionetendea zeropert → + ∞.

Esempio20.8 Si studial variaredel parametrok l'equazionedifferenziale:x00+ kx0 +
(1 − k)x = 0 determinandoi valori di k per cui : xn +1 = (6 + xn )1=2 con condizione
inizialex0 = a

Esempio20.9 Si studiil comportamentoasintoticodelsistemadinamicolinearediscreto:
xn +1 = axn + b, con condizioneiniziale x0 = k, al variaredei parametrireali a; bek,
mettendoin evidenzain particolarel'esistenzadi punti®ssiedi puntiperiodiciedil diverso
comportamentodelletraiettorieneiduecasi:a > 0 e a < 0.

Esempio 20.10 Si determinino equilibri e punti periodici delle mappe seguenti,
determinandonel'eventualeiperbolicità:

a) f (x) = x − x2

b) f (x) = −x3

c) f (x) = (x3 + x)=2

Esempio20.11 Sia f una funzionecontinuae strettamentemonotonade®nitasu tutta
la retta reale. Si provi allora che il sistemadinamicodiscretoxn +1 = f (xn ) non può
ammetterepunti periodici di periodomaggioredi 1, se la f è monotonacrescente,nè
maggioredi 2, sela f è monotonadescrescente.Si dia inoltre l'esempiodi unafunzione
f continua,strettamentemonotona,de®nitasu tutta la rettarealecheammetteunaorbita
periodicadi periodo2 iperbolica.

Esempio20.12 Si studi il comportamentoasintoticodellasuccessionede®nitaperricor-
renza:xn +1 = (6 + xn )1=2 con condizioneiniziale x0 = a, dove a è un numeroreale
positivo. Si generalizzil'analisi al sistemadinamicodiscreto:xn +1 = (K + xn )1=2, con
condizioneinizialex0 = a, dovea e K sononumerireali positivi.

Esempio20.13 La successionedi Fibonacciè de®nitaperricorrenzadalla leggedi evo-
luzione: xn +1 = xn + xn � 1, concondizioniiniziali : x0 = 0, x1 = 1. Si veri®chi che
il comportamentoasintoticodella successioneè divergente. De®nito comean il numero
realexn +1 =xn , si scriva la leggedel moto relativa alla successionericorrentean e sene
determiniil comportamentoasintotico.Si osservichetalecomportamentononvariasele
condizioniiniziali dellasuccessionedi Fibonaccisonosostituitedalle : x0 = a, x1 = b,
cona e bnumerireali positivi e qualunque.



30 gennaio 2006 17:14 WSPC/Book Trim Size for 9.75in x 6.5in MATTONCINI-finale

Capitolo 21

Modelli di RicercaOperativa

21.1 Motivazioni

La RicercaOperativaoffre strumentisiadi modellizzazionechealgoritmicidi notevoleim-
portanzaapplicativain diversicampi,dall'Economia,alleScienzeBiologiche,allaChimica
e Fisica,oltreche,naturalmente,all'Ingegneria.In molti campièutile cheunostudente

• sappiaformulareun modello matematicodi un problemariconducibilealla ricerca
operativa conparticolareriferimentoai modelli di programmazionematematicae, tra
questi,ai modelli di programmazionelineare

• sappiariconoscerela strutturadi unproblemadi programmazionematematicaesappia
classi®carlo

• sappiarisolverepervia gra®caunsempliceproblemadi ottimizzazionein duevariabili
• sappiautilizzareunostrumentosoftwareper formularee risolveresempliciproblemi

di RicercaOperativa

21.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderegli argomenticontenutiin questobloccooccorrepossedereunabuona
padronanzadegli argomentitrattatiin:

• Potenze e radici, equazioni e disequazioni algebriche (blocco n. 2)
• Coordinate e vettori (blocco n. 4)
• Geometria analitica piana (blocco n. 9)
• Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)

Altri argomenticorrelati:

• Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
• Probabilità nel continuo (blocco n. 18)
• Grafi e Reti (blocco n. 22)

105



30 gennaio 2006 17:14 WSPC/Book Trim Size for 9.75in x 6.5in MATTONCINI-finale

106 La Matematica per le altre discipline

21.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Concetto di modello mate-
matico: parametri, variabili
di decisione, vincoli, obiet-
tivo. Modelli elementari di
Programmazione Lineare, di
Programmazione Quadrati-
ca e di Programmazione
Lineare Intera.

Saperriconosceregli elementichecaratterizzanoi problemidi
decisionedeterministici:parametri(o variabili esogene),varia-
bili di decisione(incogniteo variabili endogene).Saperformu-
lare vincoli sotto forma di equazionie/o disequazionilineari.
Saperformulareuna funzioneobiettivo. Conoscereesempidi
modelli elementaridi programmazione(della miscela(o dieta)
ottimale,di piani®cazionedellaproduzione,di �usso sureti, di
ottimizzazionedel portafoglio). Datoun modelloelementaredi
programmazionematematica,saperloclassi®carecomemodello
di programmazionelineare,quadratica,lineareintera,ancheallo
scopodi poterloimplementareerisolveremedianteunalgoritmo
specializzato.

Risoluzione grafica di mo-
delli di programmazione li-
neare in due variabili.

Saperrisolvere problemi di ottimizzazionelineare elementari
utilizzandola rappresentazionegra®cabi–dimensionale.Saper
rappresentaregra®camentel'insieme di soluzionidi un sistema
di disequazionilineari. Saperrappresentaregra®camentele linee
di livello di unafunzionelinearein duevariabili. Saperdetermi-
nareunasoluzioneottimaleadunproblemadi programmazione
linearein duevariabili evidenziandoin particolarela proprietà
che una soluzioneottimale si trova su un vertice. Saperrico-
noscereesempidi problemicon un solo ottimo, problemicon
in®niti ottimi, problemi illimitati. Sapervisualizzareproblemi
elementariconfunzioneobiettivo illimitata inferiormente.

Risoluzione di semplici mo-
delli di programmazio-
ne matematica mediante un
foglio elettronico.

Saperutilizzaresemplicialgoritmi di ottimizzazionedisponibili
nellamaggiorpartedeifogli elettronicipiù diffusi. Sapereimpo-
stareunproblemadi ottimizzazioneesaperlorisolveremediante
gli strumenticontenutinel foglio elettronico. Saperleggeree
interpretarela soluzione.

21.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO .
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21.5 Esempi di problemi, esercizi e domande.

Esempio21.1 Giudicareseil seguenteè unproblemadi programmazionelineare:

min x

x + 2y ≥ −1

x − y ≤ 2

x ≥ y

x ≥ 0

Esempio21.2 Controllareseil seguenteè unproblemadi programmazionelineare

max x + y

x − 2y 6= 0

x + y ≤ 1

x ≥ 0

y ≥ 0

Esempio 21.3 Formulare come problema di programmazionelineare il problema
seguente:

min 2x − y

x − 2y ∈ [−1; 1]

x + 2y ≤ 2

x ∈ [0; 1]

y ∈ [0; x]

Esempio 21.4 Utilizzando modelli di programmazionelineare, mostrarecome sia
possibileformulareil problemadi decideresela quantità

2x − y + w

ha sempresegno costante(in casoaffermativo, determinarequale segno) nell'insieme
de®nitodai vincoli

x + y + w ≤ 1

x − 2y + w ≤ 2

x + w ≥ 1

x; y; w ≥ 0

Esempio21.5 Formulare,comemodello di programmazionelineare, il seguentepro-
blema identi®candocon chiarezzai dati (parametri),le variabili, i vincoli, l'obiettivo:
determinareil tempominimo necessariopercompletarela seguentericetta:

A scaldarel'acqua(8')
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B cuoceregli spaghetti(12')
C grattugiareil formaggio(1')
D preparareil soffritto (3')
E preparareil sugo(4')
F condire[1']

sapendochel'atti vità B nonpuòiniziareprimadelcompletamentodi A, l'operazioneE non
puòiniziareprimadel completamentodi D, F nonpuòesseresvolta senonsonoterminate
B, C, E.
Suggerimento:utilizzarecomeincogniteil momentodi inizio di ogniattività.

Esempio21.6 Formulare,comemodellodi programmazionelineareintera,il seguente
problema,identi®candoconchiarezzai dati (parametri),le variabili, i vincoli, l'obiettivo:
si immaginidi averea disposizioneun certonumeron di branimusicaliin formatoMP3;
per ciascunbranosianodati la lunghezza(espressain Megabyte)ed un indice numerico
di gradimento.Avendoa disposizioneun lettoreMP3 in gradodi contenereal massimo
512Megabyte,formulareil problemadi sceltadei branidamemorizzareconl'obiettivo di
massimizzarel'indice di gradimentocomplessivo (sommadegli indici associatia ciascun
brano).

Esempio21.7 Comecambierebbeil modello dell'esempioprecedentese si volessero
memorizzaretutti i branisul minimo numerodi CD?

Esempio21.8 Se,nelleoredi messain ondadei telegiornali di primaserata,gli ascolti
medidell'ultima settimanaed il prezzodi vendita(in migliaia di euro)perunospotsono
statiquelli riportati in tabella:

TG TG 1 TG 2 TG 3 TG 5 STUDIO APERTO TG 4 TG LA7

Audience 5940 1520 1124 5701 909 827 122

Prezzo 110 34 9 75 11 7 8

immaginandodi volerinvestireunmassimodi 110mila euroformulareunmodellocheper-
metta,entroi limiti del budgetprevisto, di raggiungerela massimaaudiencecomplessiva
(ipotizzatacostantenelprossimofuturo).

Esempio21.9
Rappresentaree risolverepervia gra®cail problema

min
x;y

2x − y

x + y ≥ 1

x − 2y ≤ 0

x ≤ 2

y ≤ 2

x ≥ 0
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Esempio21.10 Rappresentaree risolverepervia gra®cail problema

min
x;y

x − y

−x + y ≤ 1

x − 2y ≤ 1

x ≥ 0

y ≥ 0

Esempio21.11 Rappresentaregra®camenteil seguenteproblema:

min
x;y

−x + y

−x + y ≤ 1

x − 2y ≤ 1

x ≥ 0

y ≥ 0

e veri®carecheessoè illimitato inferiormente.

Esempio21.12 Un editorehaprevisto,peri prossimi6 mesi,venditedi unnuovo roman-
zo rispettivamenteper10000, 15000, 30000, 35000, 25000e 10000unità. Attualmente
dispone,in magazzino,di 5000libri ®niti. In ogniperiodo(mese)l'aziendapuòprodurreal
massimo30000nuovi volumi; e la capacitàmassimadelmagazzinoèdi 10000pezzi(mi-
surataalla®nedi ciascunperiodo,dopoavereffettuatole venditeprevisteperil periodo).Il
costodi produzioneperciascunaunitàprodottanei diversiperiodiè pari, rispettivamente,
a7:50, 7:55, 7:70, 7:80, 7:85, 7:95euro;il costodi mantenimentoin magazzinodi un libro
per un meseè stimatopari al 5% del costodi produzionerelativo a tale mese. Il prez-
zo di venditadi ciascunvolumeè ®ssatoin 10 euro. Determinare,utilizzandoun foglio
elettronico,il pianodi produzionechepermettadi massimizzareil guadagnonel periodo
considerato.NB: utilizzandola maggiorpartedei fogli elettronici,il problemapuòessere
impostatomedianteil menù“Strumenti”,alla voce“Risolutore”.
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Capitolo 22

Gra® e Reti

22.1 Motivazioni

In moltissimi campisonoassaiutilizzati i concettidi grafo e di rete. Le applicazioniso-
no le più varie, ad esempionelle reti di telecomunicazioni,nelle reti informatiche,nelle
reti di trasporto,nell'economiae nell'ottimizzazionecombinatoria.I problemisu gra® e
reti (camminiminimi, reti di distribuzione,gra® di sequenziamento,...) portanoinoltre a
svilupparealgoritmi matematiciimportantie a studiarei concettiannessidi correttezza,
®nitezzae complessità.

22.2 Prerequisiti e collegamenti

Perpoterapprenderegli argomenticontenutiin questobloccooccorrepossedereunabuona
padronanzadegli argomentitrattatiin:

• Calcolo numerico esatto e approssimato, propagazione degli errori (blocco n. 8)
• Spazi vettoriali e matrici (blocco n. 12)
• Modelli di Ricerca Operativa (blocco n. 21)

22.3 Contenuti e obiettivi

CONTENUTI OBIETTIVI : CONOSCENZE E ABIL IT�

Nozione di massimo e di minimo in forma
elementare. Concetto di rete, grafo,

Saperindividuarela soluzione“migliore” secondo
uncriterio, in un insieme®nito di sceltepossibili.

(continua)
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cammino, ciclo, albero, foglia. Problemi
su reti: cammini minimi, assegnamenti di
costo minimo, cicli hamiltoniani ed eule-
riani ottimi, caricamento ottimale, albe-
ro di copertura minimo, trasporto di costo
minimo.

Conoscereesempidi problemichepossonoave-
re unaretecomemodellomatematicoe saperri-
condurreproblemi reali a problemi su reti. Sa-
per individuare nodi ed archi di una rete. Sa-
per costruiresemplici algoritmi matematiciche
risolvonoproblemisureti.

22.4 Crediti

QUESTO BLOCCO EQUIVALE A CIRCA 1 CREDITO .

22.5 Esempi di problemi, esercizi e domande

Esempio22.1 Un commessoviaggiatoredevemostrarei suoiprodotti in 6 città. Datala
matricesimmetricadi distanze:

1 2 3 4 5 6
1 0 1211162219
2 0 101527 8
3 0 7 2212
4 0 1611
5 0 24
6 0

Trovareil percorsodi costominimo totaletra quelli chetoccanoogni città unaedunasola
volta.

Esempio 22.2 Data la seguente matrice di distanzetra 6 città (ove il simbolo −
corrispondeagli archinonpresentinelgrafo):

1 2 3 4 5 6
1 - 168 1620 -
2 - - 2 15 7 -
3 - 9 - 7 12 -
4 - - - - 1611
5 - - - - 16 1
6 - - - - - -

Trovareil percorsominimodallacittà 1 alla città6.

Esempio22.3 Supponiamodi voler collegaretra loro 6 città con unarete informatica
costituitadatratti checongiungonoa 2 a 2 le città. Datala matricesimmetricadi costidi
costruzionedi ogni tratto:
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1 2 3 4 5 6
1 0 1211162219
2 0 101527 8
3 0 7 2212
4 0 1611
5 0 24
6 0

Trovarela retedi minimocostototaletra tuttequellechepotrebberocollegarele città.

Esempio22.4 Supponiamodi doverassegnare6 lavori a6 persone(unoedunsololavoro
ad ogni persona).Datala matricedi costi (costosostenutoper assegnareil lavoro i alla
personaj ):

1 2 3 4 5 6
1 141221162219
2 131620152718
3 152117172216
4 151919151618
5 182121181924
6 212325252726

Trovarel'assegnamentodi costominimo totale.

Esempio22.5 Supponiamodi dover distribuire da alcuni magazzinimercead alcune
destinazioni. Supponiamodi avere la seguentematricedi costi unitari di trasportodal
magazzinoi alla destinazionej :

1 2 3 4 5
1 1412111622
2 1516101527
3 1819111622

Supponendochesianotala capacitàproduttiva dei 3 magazzini(21,16,13)e chesianota
la richiestadelle5 destinazioni(9,12,8,14,7),trovareil pianodi trasportodi minimo costo
totale.

Esempio22.6 Supponiamodi averek lavori dafarsvolgerea r persone(k < r ); suppo-
niamocheogni lavoropossaesseresvolto daalmenounapersonaecheognipersonadebba
svolgereal più un lavoro. Trovareunalgoritmorisolutivo chedeterminiqualeè il massimo
numerodi lavori eseguibili. Mostrare,preliminarmente,chela soluzioneottima non è, a
priori, k.

Esempio22.7 Dire sesonovereo falsele seguentiaffermazioni:

(1) In ungrafodi n nodiunalberodi coperturacontienen − 1 archi
(2) Ognialberohaalmenounafoglia.
(3) In ungrafoconnessoesistesempreunciclo hamiltoniano.
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(4) In ungrafoconnessoesistesempreunciclo euleriano.
(5) In ungrafoconnessoesistesempreuncamminocheconnetteduenodi
(6) In ungrafoconnessoesistesempreuncamminoorientatocheconnetteduenodi.
(7) Il camminodi costominimo tra duenodi di un grafononcontienemai l'arco di costo

massimo
(8) Il camminodi costominimo tra duenodi di un grafocontienesemprel'arco di costo

minimo.


